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INTRODUCCION 
A LA EDICION ESPAÑOLA 


El presente libro de problemas es la traducción de la 
segunda edición de nuestro libro "Problemas de ecuaciones 
diferenciales ordinarias". Está destinado fundamental¬ 
mente para los estudiantes de los centros superiores de 
enseñanza técnica y abarca casi todas las secciones del 
curso de ecuaciones diferenciales para los centros superio¬ 
res indicados. 

El libro contiene 1000 problemas que se deben resolver 
individualmente. 

Al comienzo de cada apartado se da una exposición 
breve de las nociones fundamentales y se resuelven unos 
ejemplos típicos 

Se presta atención fundamental a aquellas cuestiones 
que no están aclaradas con suficiente detalle en los cursos 
existentes y que, como muestra la experiencia, son dificiles 
para los estudiantes. Por ejemplo, se expone muy detalla¬ 
damente el método de las ¡soclinas para las ecuaciones de 
primero y segundo órdenes, la aplicación de las series a 
la resolución de las ecuaciones diferenciales, las soluciones 
singulares, algunos problemas de estabilidad, etc. 

A los autores nos causa gran satisfacción el hecho de 
que nuestro libro se traduzca al castellano y quedaríamos 
muy contentos si encontrase una buena acogida. 


A. Kiseliov 
M. Krasnov 
G. Makarertko 



§ I. CONCEPTOS 

FUNDAMENTALES 


Se llama ecuación diferencial una ecuación que liga la 
variable independíenle jr. la función incógnita y = y(x) 

y sus derivadas y', y" .i/">. es decir, una ecuación de 

la forma 

F(*. y. y', y" .y"") = 0. 

En otras palabras, se llama ecuación diferencial una ecua¬ 
ción en la que figura la derivada o diferencial de la 
función incógnita. 

Si la función incógnita y = y(x) depende de una sola 
variable independiente x, la ecuación diferencial se llama 
ordinaria. 

Por ejemplo: 

') •jjjr + *// =■ 0. 2) y” + y’ + x - eos *. 

d) (x 1 + if) rix + (jr + y) ti y — 0. 

El orden de una ecuación diferencial es el de la deri¬ 
vada de mayor oidcn que figura en la ecuación. Por 
ejemplo: la ecuación diferencial;/ + xy =* c< es de primer 
orden; la ecuación diferencial y" + />(x)y = 0. donde p(x) 
es una ¡unción dada, es de 2° orden; la ecuación diferen¬ 
cial -v'-* — xy" = x 1 , es de 9’ orden. 

Se llama solución de la ecuación diferencial una fun¬ 
ción y = qi(jr). determinada en el intervalo (o. b) junto 
con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive, tal 
que al hacer la sustitución y = qf-(jc) en !a ecuación di¬ 
ferencial, ésta, se convierte en una identidad con respecto 
a x en el intervalo (a, 6). 

Por ejemplo, la función y = sen x + eos x es solución de 
la ecuación //' 4- y = 0 En efeelo, derivando dos veces 
esta función, se tiene: 

'/ =* vos ,v — sen .t, = — sen x — eos x. 


o 





Sustituyendo en la ecuación diferencial y" e y por sus 
expresiones, resulta la identidad: 

— sen x — eos x + sen x + eos iaO. 

La gráfica de una solución de la ecuación diferencial 
se denomina curva integral de la ecuación. 

La forma general de una ecuación de primer orden es. 

F(x.y.y') = 0. (I) 

Si en la ecuación (I) es posible despejar y ', resulta 

y'=-H*.y). (2) 

que representa una ecuación de primer orden, resuelta con 
respecto n la derivada. 

Teorema de existencia y unicidad. 

Sea dada una ecuación diferencial y“ = /(*, y), donde 
la función /(jr, y) está definida en un recinto O del plano 
XOY que contiene el punió 
(•*«, ye). Si la función ¡{x, y) 
satisface a las condiciones: 

a) /(x, y) es una función 
continua de dos variables x e 
y, en el recinto D\ 

b) l(x, y) admite derivada 
parcial . continua con res¬ 
pecto de x e y en el recinto D, 
entonces, existe una, y sólo una. 
solución y = rp(x) de la ecua¬ 
ción dada que satisface a la 
condición = g u . 

La condición y l„,,= ya se llama condición inicial. 

El problema de la búsqueda de la solución de la ecua¬ 
ción y‘ = ¡(x, y) que satisface a la condición inicial 
U ]„,,=> y 0 - lleva el nombre de Cauchy. 

Geométricamente esto significa que se busca la curva 
integral que pasa por el punto dado Afnfxo. ya) del plano 
XOY (fig. I). 

El teorema expresa las condiciones suficientes para la 
existencia de solución única del problema de Cauchy para 
la ecuación y' = /(x, y), pero estas condiciones no son 
necesarias. Precisamente, puede existir una solución única 

to 




de la ecuación y' = f(x, y) que satisface a ia condición 
y ^ = y ¡: a pesar de que en el punto (xo, yo) no se 
cumpla la condición a) o la condición b). o estas dos con¬ 
diciones simultáneamente. 

Ejemplo I. 

y'=ir- 

Aquf, /(*, y) = -¡Jr. % = -jr- 

En los puntos (x 0 , 0) del eje OX no se cumplen las 
condiciones a) y b) (la (unción /(x. y) y su derivada par- 



Fig 2 


cial Ti son discontinuas en el eje OX). mas. por cada 
punto del eje OX pasa una sola curva integral y = 
-l?3(x-Xo). (íig. 2). 

Ejemplo 2. 

y' = xij + e-». 

El segundo miembro de la ecuación /(x, y)= xy + e-> y 
su derivada parcial ~=x — e~" son continuas con res¬ 
pecto a x e y en todos los puntos del plano XOY. En virtud 
del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que 
la ecuación dada tiene solución única es todo el plano 
XOY. 

Ejemplo 3. 

Bl segundo miembro de la ecuación f(x, y )== y 
es una función definida y continua en todos los puntos del 


M 


plano XOY. La derivada parcial — =-^~ se hace Infi¬ 
nita para y = 0. o sea, en el eje OX. de modo que para 
í/ = 0 se infringe la condición b) del teorema de existen¬ 
cia y unicidad Por consiguiente, es posible que no baya 
unicidad en los puntos del eje OX. Fácilmente se com- 
(> es solución de la ecua- 

O 

ción 


prueba que la función y ■ 

>1 



. considerada Además, 

la ecuación tiene la solución 
evidente y = 0. Asi. pues, 
por cada punto del eje OX 
pasan al menos dos curvas 
integrales y, por consiguien¬ 
te, en los puntos de este eje, 
verdaderamente, queda in¬ 
fringida la unicidad {fig. 3). 

Son también lincas in¬ 
tegrales las formadas por tro- 
( + zos de las parábolas cúbicas 

Ü “ '* g‘ y los segmentos del eje OX; por ejemplo, las 
lineas ABOCi, ABO¡C¡, A,l¡¡x. etc. De este modo, por ca¬ 
da punto del eje OX pasan infinitas lineas integrales. 

Aplicando el teorema de existencia y unicidad señalar 
en los problemas que siguen los recinlos en los que las 
ecuaciones dadas admiten solución única. 


Fíe. 3 


1. 

tf'-x’+y* 

2. 

J y 

3. 

— g + 31?g. 

4. 


5. 

y'=V**-y- X . 

6. 

y'~ — ¿r*. 

7. 

s *-r’ 

8. 

y' = sen 1 / — eos x . 

9. 

U'= ‘ -ctg y. 

10. 

y' = Vüx-y- 1 . 


( 2 ) 


Se llama solución general de la ecuación diferencial 
una función 


y = <f(x, C), 


(3) 


que depende de una constante arbitraria C y que cumple 
las condiciones: 

I) ésta satisface a la ecuación (2) para cualesquiera 
valores de la constante C; 
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2) cualquiera que sea la condición inicial 

!'U , 1 = »o (»(*«) ■=?<>) M) 

siempre se puede asignar un vaior Ce a la constante C 
tal, que la función y = q>(x, C 0 ) satisfaga a la condición 
inicial (4) dada Se supone que el punto (x 0 , ye) pertenece 
al recinto en el que se cumplen las condiciones de existen¬ 
cia y unicidad de la solución. 

Se llama solución particular de la ecuación diferencial 
(2) a la que se obtiene de la solución general (3) asi¬ 
gnado cualquier valor determinado a la constante arbitra¬ 
ría C. 

Ejemplo I. Comprobar que la función y = x + C es la 
solución general de la ecuación diferencial y' = I y hallar 
la solución particular que satisface a la condición inicial 
pU-o = 0 . interpretar geométricamente el resultado. 

Solución. La [unción y = x + C satisface a la 
ecuación dada para cualesquiera valores de la constante 
arbitraria C. En efecto, 

/-(*+C)'«=l. 

Consideremos una condición inicial arbitraria y = 
“lio- Poniendo x = x* y = y„ en la igualdad y = x -f C, 
hallamos que C = y 0 — x<¡. Poniendo este valor de C en la 
función dada, se tiene: y = 

= x + yt> — x<>. Esta función 
satisface a la condición ini¬ 
cial dada; en efecto, poniendo 
x<=x 0 resulta y=Xo + yo — 

—Xo “ yo. Asi, pues, hemos 
demostrado que la función 
y = x + C es la solución ge¬ 
neral de la ecuación dad3. 

En parlicular, poniendo 
Xo “ 0, yo — 0, obtenemos la Fi b a 

solución parlicular y = x. 

La solución general de la ecuación considerada, o sea, 
la función y = x + C. determina en el plano XOY una fa¬ 
milia de rectas paralelas de coeficiente angular ir = I 
Por cada punto M 0 (x 0 , y„) del plano XOY pasa la única 
curva integral: y = x + y c > —Xo. La solución particular 
y = x determina una de las curvas integrales, a saber, la 
recta que pasa por el origen de coordenadas (fig. 4). 
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Ejemplo 2. Comprobar que la función y = Ce’ es la 
solución general de ia ecuación y'— y = 0 y hallar la 
solución particular que satisface a la condición inicial 
= - I. 

Solución. Se tiene y = Ce*, y" = Ce x . Poniendo en 
la ecuación dada las expresiones de y e y", resulta. 
Ce*— Ce’mmO, o sea. la función y = .Ce’ satisface a la 
ecuación considerada para cualesquiera valores de la con¬ 
stante C. 

Asignemos una condición inicial arbitraria y 1^, = y 0 . 
Sustituyendo en la función y —Ce', x e y por !r 0 , </ 0 , 
se tiene y a = Ce'', de donde C = y 1 ^ - '«. La función y = 
= y a e’-' satisface a la condición inicial. En efecto, po¬ 
niendo x=Xt>, resulta y=y 0 c , '~”^ 
= yo La función y - Ce’ es la 
solución general de la ecuación 
dada. 

Para xt, = I, y„ = —1. obtene¬ 
mos la solución particular 
y — - e'- 1 . 

Geomélricamente, la solución 
general determina una familia de 
curvas integrales que representan 
las gráficas de funciones exponen¬ 
ciales; la solución particular es 
Fio. 5 la curva integral que pasa por el 

punto At 0 (l. —I) (fig- 5). 

Verificar, en los ejercicios que se dan a continuación, 
que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones 
diferenciales indicadas; 



11 . y = ^j L . *y' + y = cosx. 

12. y = Cc- s * + ■J^^ 
y' + íy + eL 

13. y = 2+C/l+ x 2 . 
(l-x í )y' + xy = 2x. 

14. y = x y 1 — x*. 
yy'=x — 2x > . 
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15. íí = e“"'" c '. xy' = y tg In y. 


16 . y = e* fe'dl+Ce*, y'-y=ce’+*. 


17. y = x j-^j^-dl, xy' ■= y + x sen x. 


18 . y 
x 

19. 

20 . 


2 !. 

22 . 

23. 

24. 

25. 


= *(/ 'T dx+C ). *y'-y = xe ‘ 

= cosí I 

= sen/ r x + ^-=°- 

]'*,}. 0+*»)?' +/-O. 

I' V-^' = 0. 

^'(VlnZ+l) I' *'"$ = **■ 

• ln/ + senf 1 

./( 1 +sen/)+ «»//• *'- ln »' + “"!/'■ 
»/ + arcsen/ 


4 -^ 1 * 

= / 1 +e' 


;/ = -|/> + </- I)*' 


x = / + arcsen 
</'* + a'’ = *. 


Verificar que las functiones dadas son las soluciones 
generales de las ecuaciones diferenciales indicadas: 

2B ^-ér- »'-'g* »=o- 

27 -J'=-srhr- t'-V. 

28. s = ln(C + e'), y' = e'-». 

29. y -= ^x 3 — Cx, (x 3 + y 3 ) dx — 3 xy dy = 0. 

30. y = x (C — ln| x 1), (x — y) dx + x dy = 0. 
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32. .V = // In C//, y' (.c + .») = ?• 

La relación <t>( jt. y, C)— O, que de forma implícita de¬ 
termina la solución general, se llama integral general de 
la ecuación diferencial de primer orden. 

La relación que se obtiene en la integral general al 
atribuir a la constante C un valor determinado, se llama 
integral particular de la ecuación diferencial. 

El problema de resolución o de integración de una 
ecuación diferencial consiste en hallar la solución general 
o la integral general de la ecuación diferencial conside 
rada. Si. además, se ha dado alguna condición inicial, so 
pide lantbién hallar la solución particular o la integral 
particular que satisface a la condición inicial considerada. 

Como geométricamente las coordenadas x e y son equi¬ 
polentes, además de la ecuación y) se con- 

siderará también la ecuación -¡¡j- = y) . 

Comprobar si las relaciones dadas son integrales de 
las ecuaciones diferenciales indicadas o no lo son (C ■= 
= consl.): 

33. e-n - C.v= 1. x !/' + I =c». 

34. i/- 1 — xy* dy + y 1 dx = . 

35. x 3 -4x‘y + 2xy*- u } = 0. 

(3.1» - 8 xy + 2y») dx - (4x* - 4 xy + 3y>) dy = 0. 

36. y‘‘ + 2 Cx = C-\ yy’’ + 2.ru' = y + I 

37. arctg £ — In (C VX* + y 3 ) = 0. 

(x + y) dx - (* — y) dy = 0. 

X 

38. x = y f sen /» di, y = xy' + y »sen x 2 . 

0 

39. x f di = yin y. 

O 

xy' + x In ij = x sen x + y In y. 

1G 



§ 2 . METODO DE ISOCLINAS 


La ecuación 

Sl' = f(x, y) (>) 

determina en cada punto (je, y) donde existe la función 
í(x, y), ei valor de y', o sea. el coeficiente angular de la 
tangente a la curva integral en este punto. 

Si en cada punto del recinto D se ha dado el valor de 
alguna magnitud, se dice que en el recinto D está definido 
el campo de esta magnitud 

Por lo tanto, la ecuación diferencial (1) determina un 
campo de direcciones. 

La terna de números (x, y, y') determina la dirección 
de una recta que pasa por el punto (x. y). El conjunto de 
ios segmentos de estas rectas es la representación geo¬ 
métrica del campo de direcciones. 

El problema de integración de la ecuación diferencial 
(I) se puede interpretar asi: hay que hallar una curva 
cuya tangente en cada punto tenga la misma dirección 
que el campo en este punto. 

Frecuentemente, el problema de la construcción de las 
curvas integrales se resuelve introduciendo las isoclinas. 
Se llama isoclina el lugar geométrico de puntos en los que 
las tangentes a las curvas integrales consideradas tienen 
una misma dirección. La familia de las isoclinas de la 
ecuación diferencial (I) se determina por la ecuación 

/(x.y) = *. (2) 

donde k es un parámetro. Dando al parámetro A valores 
numéricos próximos dibujamos una red bastante compacta 
de isoclinas, sirviéndose de las cuales se pueden trazar 
aproximadamente las curvas integrales de la ecuación di¬ 
ferencial (I). 

Observación I. La isoclina nula /(x. y) = 0 pro¬ 
porciona las lineas en las que pueden estar situados los 
puntos de máximo y de mínimo de las curvas integrales. 
Al trazar las curvas integrales, para mayor exactitud, 
hallan también el lugar geométrico de los puntos de in- 


2-442 
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flexión. Para eslo se halla y" de la ecuación (I): 

y"=j;+%«'=% (3) 

y se ¡guala a cero. La linea determinada por la ecuación 

£+/<*. y)f = o (D 

es, precisamente, el lugar geométrico de los puntos de in¬ 
flexión, si éstos existen 

Ejemplo 1. Sirviéndose de las ¡soclinas. trazar aproxi¬ 
madamente las curvas Integrales de la ecuación diferen¬ 
cial y' = 2x — y. 

Solución Para obtener las ecuaciones de las ¡so¬ 
clinas, ponemos y- = k (* = const) Se liene: 

2*—(/ = *, o bien, y-=2x — k. 

Las isoclinas son recias paralelas. Para * = 0 se ob¬ 
tiene la isoclina y — 2x. Esla recta divide el plano XOY 
en dos partes, en cada una 
de las cuales la derivada ¡/ 
tiene un mismo signo (fig. 6). 

Las curvas integrales, 
cortándose con la recia y =* 
- 2x. pasan de la región de 
decrecimiento de la función y 
a la región de crecimienlo de 
la misma y viceversa. Por lo 
tanto, en esta recia se en¬ 
cuentran los puntos extréma¬ 
les de las curvas integrales, 
los puntos de mínimo. 

Consideremos otras dos 
isoclinas: 

* = -I, y — 2x+l 

y 

* —I. y = 2x- I. 

Fig- 6 Las tangentes, trazadas a 

las curvas integrales en los 
puntos de intersección con las isoclinas h = — I y k = I, 
forman con el eje OX ángulos de 135° y 45°, respectiva¬ 
mente. Hallemos ahora la segunda derivada: y" = 
= 2 — y' = 2 — 2x + y. 
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La recta y = 2x — 2. en la que y" = O, es la isoclina 
que se obtiene para fe = 2, y a la vez es una curva inte- 
¿ral. de lo que puede uno convencerse sustituyendo en la 
ecuación. Como el segundo miembro de la ecuación consi¬ 
derada f(x, y) = 2 x — y. satisface a las condiciones del 
teorema de existencia y unicidad en todo el plano XOK, 
las demás curvas integrales no se cortan con esta isoclina. 
La isoclina y = 2x. en la que se encuentran los puntos 
mínimos de las curvas integrales, está situada sobre la 
isoclina y = 2x — 2. por lo cual, las curvas integrales que 
pasan por debajo de la isoclina y = 2x — 2 no tienen 
puntos extrémales. 

La recia y = 2* — 2 divide el plano XOY en dos par¬ 
les. en una de las cuales (la que está situada sobre la 
recta) y" > 0, y por lo tanto, las curvas integrales tienen 
dirigidas hacia arriba sus concavidades, y en la otra, 
y" < 0, y por consiguiente, las curvas integrales, llenen 
sus concavidades dirigidas hacia abajo. Como las curvas 
integrales no se cortan con la recta y = 2x —2. ésta no 
es el lugar geométrico de los puntos de inflexión. Las 
curvas integrales de la ecuación dada nn tienen punios de 
inflexión. 

La investigación realizada nos permite trazar aproxi¬ 
madamente la familia de las curvas inlcgrales de la ecua¬ 
ción (lig, 6). 

Ejemplo 2. Trazar, aproximadamente, las curvas in¬ 
tegrales de la ecuación diferencial y' sen(x + y), em¬ 
pleando el método de isodinas. 

Solución. Poniendo y' = fe, donde fe = const, se 
obtiene la ecuación de las isodinas sen(x + ;/)= fe, sien¬ 
do —1 < fe ^ I. Para * = 0, se tiene sen(x -f y) = 0. de 
donde 

y= — x + nn (n = 0 , ± 1 . ± 2 . ...). (I) 

Las langenles a las curvas integrales en sus puntos 
de intersección con estas isodinas- son horizontales. De¬ 
terminemos si las curvas integrales tienen extremos rela¬ 
tivos en las isodinas y - —x + nn. y cuáles son: máxi¬ 
mos o minimos Para esto, hallamos la derivada segunda 

y" = (1 + ’/) eos (x + y) = (1 + sen (x + y)] eos {x + y). 

>■ 10 



Para y — —x + nn, o sea, si x + y = nn, se tiene: 

y" — (I + sen jui) eos nn = eos nn = (— I)“ 

Si n es par, resulta, u" > 0. y por consiguiente, las curvas 
Integrales tienen mínimos relativos en los puntos de in¬ 
tersección con las isoclinas y — —x + nn, donde n — 0. 
± 2 . ±4, ...; si n es impar, resulta, y" < 0 . y las curvas 
integrales tienen máximos relativos en los puntos de in¬ 
tersección con las isoclinas y *= —x -f- nn, donde n = 

= ±1. ±3. 

Hallemos ahora las isoclinas: 

*=— I, sen (x + #) ■= — 1; y= — x — -j-f 2nn (2) 

ft=l, sen(x + y)= I; y =■ - x + -j + 2nn (3) 

(n — 0. ±1, ±2, ...). 

Las isoclinas son rectas paralelas con el coeficiente 
angular igual a —I, o sea, que se cortan con el eje OX 
formando con éste un ángulo de 135°. Fácilmente se com¬ 
prueba que las isoclinas y = — x — y + 2nn (n = 0±, 
±1, ,.son curvas integrales de la ecuación diferencial 
considerada (para esto, es suficiente poner la función 
y= — x — j + 2nn en la ecuación (1)). 

El segundo miembro de la ecuación dada, o sea, la 
función l(x, y) = sen(x + y), satisface a las condiciones 
del teorema de existencia y unicidad en todos los puntos 
del plano XOY, por esto, las curvas integrales no se cor¬ 
tan y por ende, no se cortan con las isoclinas y*= — x — 
—-j+ 2 jw. Por otra parte, la derivada y" se anula si 
I ■+- sen(x + y) = 0, o sea, en las isoclinas ( 2 ), y si 
cos(x + ii)= 0, o sea. en las isoclinas (2) y (3) Al pasar 
(de izquierda a derecha) por las isoclinas (3), y" cambia 
el signo de más a menos Por ejemplo, si se considera la 
“franja" comprendida entre las isoclinas y = —x e y — 
= —x -f- n, resulta que en ta isodina y = — x + y se 
tiene y" = 0; bajo la isoclina, y" > 0, o sea, la concavi¬ 
dad de las curvas integrales está dirigida hacia arriba, 
y sobre la isoclina, y" < 0, o sea, la concavidad de las 
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curvas integrales está dirigida hacia abajo. Por lo tanto, 

las isoclinas (3) representan el lugar geométrico de los 

puntos de inflexión de las curvas integrales. Los dalos 
obtenidos permiten trazar aproximadamente la familia de 



las curvas integrales de la ecuación dada. Para mayor 
exactitud, se deben trazar también unas cuantas isoclinas 
<fig. 7). 

Ejemplo 3. Aplicando el método de las isoclinas, tra¬ 
zar las curvas integrales de la ecuación y' = y — x 2 -f- 
+ 2x - 2. 

Solución. Pongamos y' «■ k(k = const). La ecua¬ 
ción de las isoclinas es: 

y — x 2 + 2x — 2** k. o bien, y=x 2 — 2x + 3 + *. 

Las isoclinas son parábolas con el eje vertical de si¬ 
metría x = I Entre las isoclinas no hay curvas integra¬ 
les. En efecto, poniendo en la ecuación dada y = 
= x 3 — 2x + 2 + h, y 1 = 2x — 2, se tiene, 2x — 2 = 
= x’-2x + 2 + k-x* + 2 x- 2 . o bien, 2 x -2 = k. 

Pero, cualquiera que sea el valor de k, esta igualdad 
no puede verificarse idénticamente con respecto a x. 

Sea k = 0. En este caso, las curvas integrales tienen 
tangentes horizontales en los puntos de intersección con 
la isoclina y = x 2 — 2x 2. La isodina k = 0, o sea, la 
parábola y = x 2 — 2x + 2, divide el plano XOY en dos 
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parles: en una ele ellas y 1 < O (las soluciones decrecen), 
mienfras que en la oirá y" > 0 (las soluciones crecen). 
Como esta isocllna no es una curva integral, en ella están 
situados los punios de extremo relativo de las curvas in¬ 
tegrales: los puntos de mínimo se encuentran en la parte 
de la parábola y = x 1 — 2x + 2, en que x < I, y los pun¬ 
tos de máximo, en la otra parte de la misma, en que x > I, 
La curva integral que pasa por el punto (1, 1), o sea, por 
el véitice de la parábola y = x* — 2* + 2, no tiene ex¬ 
tremo relativo en este punto. 
Los coeficientes angulares de 
las tangentes a las curvas 
integrales en los puntos de 
tas isoclinas k = I, y = 
= x‘ — 2x + 3, y ft = — I, 
y=x* — 2 x-f- I. son iguales 
a I y —I, respectivamente. 

Para averiguar las direc¬ 
ciones de las concavidades 
de las curvas integrales, 
hallemos la derivada segun¬ 
da. Se tiene, 

y” — y' — 2x + 2 = y — x } + 
+2x —2-2.\ + 2 = y-x’. 

Osla se anula solamente 
en los puntos situados en la 
parábola y - x ! . Las curvas 
integrales tienen sus conca¬ 
vidades dirigidas hacia abajo (y" < 0 ) en los puntos del 
plano XOY cuyas coordenadas satisfacen a la condición 
y<x 1 , y sus concavidades dirigidas hacia arriba (p">0), 
en los puntos, donde y > x*. Los puntos de Intersección 
de las curvas integrales con la parábola y = x a , son los 
puntos de inflexión de éstas. Asi, pues, la parábola y c= x 3 
es el lugar geométrico de los punios de inflexión de las 
curvas, integrales. 

El segundo miembro de la ecuación inicial ¡(x. y) = 
=*} - jp+-2x — 2 satisface' a las condiciones del teo¬ 
rema de existencia y unicidad en lodos tos puntos del 
plano XOY, por lo cual, por cada punto del plano pasa 
luía sola curva integral de la ecuación. 
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Aplicando los resultados obtenidos, trazamos aproxi¬ 
madamente la familia de las curvas integrales de la ecua¬ 
ción dada (fig. 8). 

Observación 2. Los puntos de intersección de 
dos o más isoclinas pueden ser puntos singulares de la 
ecuación diferencial (I) (o sea. puntos en los que el se¬ 
gundo miembro de la ecuación (I) no está definido). 

Examinemos la ecuación y'*=£. La familia de las 
isoclinas se determina por la ecuación =*. Esta re¬ 
presenta una familia de rectas que pasan por el origen de 
coordenadas, de modo que en este punto se cortan las 
isoclinas que corresponden a diversas pendientes de las 
tangentes a las curvas integrales. Fácilmente se observa 
que la solución general de la ecuación dada es de la forma 
y = Cx y que el punto (0. 0) es un punto singular de la 
ecuación diferencial. En este caso, las isoclinas son curvas 
integrales de la ecuación (fig. 9). 

Ejemplo 4. Aplicando el método de las isoclinas, tra¬ 
zar las curvas integrales de la ecuación 

dlj V — X 
di = g + x- 

Solución. Poniendo (/■ = *(* = const), obtenemos 
la ecuación de la familia de las isoclinas 

>.r « 

v + x “ 

Por lo lanío, las isoclinas son rectas que pasan por el 
origen de coordenadas O (0, 0). 

Para k = —I, obtenemos la isoclina y = 0 (el eje OX); 
para * = 0, la isoclina y = x, para * = i. la isoclina 
i = 0 (el eje OY). 

Examinando la ecuación "invertida" 


lll 

d) 


» + * 

I - X ' 


hallamos la isoclina y = — x, en todos los puntos de la 
cual, las curvas integrales tienen tangentes verticales. 

Todas las isoclinas de la ecuación considerada se cor¬ 
tan en el punto (0,0) (punto singular de la ecuación). 
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Sirviéndose de las isoclinas obtenidas trazamos las 
curvas integrales (fig. 10). 




Aplicando el método de las isoclinas. trazar las curvas 
integrales de las ecuaciones diferenciales siguientes: 


40. y'=’X+ 1 

55. = 2x- y 

41. ff'— x + y 

56. y' = (1 — i/) (1 — x) 

42. y' = y — X 

57. y' = sen (y — 2.v) 

43. y' — -5 (x — 2.« + 3) 

58. / — X a + g 

44. «/'-= íy — 1)* 

59. y' — y - x’ + 2x 

45. y'~(y-\)x 

60. ¡r'— —— 

46. y' = x 3 — \? 

y 

47. y' = cos(.r -y) 

61. g'=-| 

48. y'^y — x* 

62. /= 1 

49. y' = x , + 2x-y 

63. g' — -j 

50- 

64. / = </ 

si- y'=T^i¡ 

65. y' = y a 

1 


66. «' = -7 

52. y' => 1 — xij 

» y 

53. y’ = 2-y 

67. íí'-l+g* 

54. y' = I - x 

68. í/' = < 
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§ 3. METODO DE EULER 


Con este método se puede hallar en el segmento (jc 0 , b) 
la solución aproximada de la ecuación y' = l(x, y) que 
satisface a la condición inicial p| I=x =po- 

El método de Euler consiste en sustituir por una que¬ 
brada de segmentos rectos la curva integral buscada de 
la ecuación diferencial que pasa por el punto Ato(x¡>, po). 

Dividamos el segmento K ó] en n partes (no necesa¬ 
riamente iguales) por los puntos x 0 < x ( < x 2 < ... < 
< *n = b. 

Tracemos, por el punto inicial /Vf 0 (x 0 . y 0 ) de la curva 
Integral, una recta M^M de coeficiente angular /(jr 0l po), 
hasta ei punto At|(X|, y,) de intersección con la recta 
x X|. La ordenada del punto Af, se determina por la 
fórmula 

¡Ti = Po + /<*o-ío)(*|-*o)- 

Tracemos por el punto Af,(jc tl y,) una recta M¡M, de 
coeficiente angular /(xi, p,) hasta el punto At s (xj. y,) de 
intersección con la recta x = x 2 . La ordenada del punió 
Mj se determina por la fórmula 

+ /(*!• y<)(xt — x,). 

De modo análogo se determina el punto Af s (xj. ij¡), etc. 
La ordenada del punto M„(x„, y„) se determina por la 
fórmula 

'/» “ r/.-i + /(*„-■. ‘J.- i)(x„ — x n -,). 

Los valores aproximados de la solución de la ecuación 
dada en los puntos x¡, x¡ .x„ son: y,, y¡ . y„. 

Haciendo la construcción correspondiente se obtiene 
una quebrada, denominada quebrada de Euler, que repre¬ 
senta aproximadamente la curva integral que pasa por el 
punto Mo(x 0 . p 0 ) (ftg. II). 

Generalmente, para facilitar los cálculos y las acota¬ 
ciones se divide el segmento (x 0 , 6] en partes iguales y se 
hace la notación h = x» — x*_,. La magnitud h se llama 
intervalo de variación del argumento. 
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Se puede demostrar que, cumpliéndose ciertas condicio¬ 
nes respecto de la [unción /(.<, y), para A —0 la solución 
aproximada proporciona la solución exacta de la ecuación 
dada que satisface a la con 
dición inicial </l„ I) = !/o' 

Ejemplo. Aplicando el 
método de las quebradas 
de Euler, hallar en el seg¬ 
mento [ 0 , 1 ] la solución 
aproximada de la ecuación 
y = 2x — y que satisface 
a la condición o = 
— — I. Dividir el segmen¬ 
to [ 0 , I] en 10 parles igua¬ 
les y comparar los valores 
de la solución aproximada 


Fig II 


en los puntos de división con los valores respectivos de la 
solución exacta y = 2x — 2 + e~ x . 

Solución. Los valores de las ordenadas i/* en los 
puntos y A ) se calculan por la fórmula 

y> = Uk-i +/(*»-■. y >-■)(*» - **-i) 
(*= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 ). 


En este caso. l(x A .,, g*-i)= 2x»_i — y A -¡ y las diferen¬ 
cias, Xi— x 0 = x, — Xi = ... = xio — x, = h = 0.1, pues¬ 
to que se ha dividido el segmento (0, I] en 10 partes 
iguales y, por consiguiente. y A =y A -, -+-(2x*_i— </*-■) -0,1, 
* = I. 2_10. 


* 


2 

B9 


<>**-!*> 0 ' 


y*-»**— 

0 

0 

0 


1 

0.1 

- 0,900 

-1 

1 

en 

en 


l.l 

0,1100 


- 0,8952 

2 

0,2 

0,4 

- 0,7900 

1.19 

0.1190 

BSrÜU 

- 0.7813 

3 

0,3 

0,6 

- 0,6710 

1.271 

0,1271 

- 0,5439 

- 0,6592 

4 

0,4 

0.8 

- 0.5439 

1.3439 

0,13439 

- 0.4095 

- 0,5297 

5 

0,5 

1.0 

- 0.4095 

1.4095 

0.14095 

- 0.2686 

— 0,3935 

6 

0.6 

1.2 

- 0,2686 

1.4686 

0.14666 

0,1217 

- 0,2612 

7 

0,7 

1.4 

- 0,1217 

1.5217 

0.15217 

0.03047 

- 0,1034 

8 

0,8 

1.6 

E ' KC'tn 

1,5695 

0.15695 

0,1874 

0,0493 

9 

0,0 

1.8 

- 0,1874 

1.6156 

0.16120 

0,3486 

0,2066 

10 

l.o 

2.0 

- 0.3486 




0,3679 


















Los resultados de los edículos se escriben en una tabla, 
en cuya última columna se señalan los valores de la so¬ 
lución exacta y = 2 (x — I )+ tr x en los puntos de división 
del segmento ¡0. 1|. 

Obsérvese que el método de Euler no es de gran preci¬ 
sión, a pesar de que. a veces, se obtiene una exactitud 
satisfactoria. Por ejemplo, para x = 0,5 el error absoluto 
del valor de la solución aproximada es: 

A = | - 0.4095 + 0,3935 1 = 0,0160; 


el valor del error relativo es: 


, o.oifio 

fi= | —0.4MA i 


0,039 = 4 %. 


Aplicando el método de Euler y empleando la regla de 
cálculo, resolver los problemas siguientes: 

69. Hallar para x = I el valor de la solución de la 
ecuación y' = x 3 y + 2 correspondiente a la condición Ini¬ 
cial //— 0 (A = 0.2). 

70. Trazar, aproximadamente, en el segmento (I, 3). la 
curva integral de la ecuación y' = x +;/ que pasa por el 
punto Af (1.2) y calcular y (3) (/i = 0.2). 

Para las ecuaciones que siguen, formar una tabla de 
los valores de la solución que satisface a la condición 
inicial dada en el segmento indicado: 


71. 

*(!>-!. 

H.4) 

(/i = 0,5). 

72. y' = ^xy, 

¡7(0)- 1. 

10 . 1) 

(A — 0,1). 

73. //' = x 5 + y 5 , 

O 

H 

o 

[0, 1) 

(A = 0.1). 

74. r/' = 1 + xy\ 

.«/(O) -0. 

[0.1) 

(A = 0,1). 

75 ‘ ^ “T+T 

!/(0) = 1 . 

10 .1). 

(A = 0.1). 
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§ 4. METODO 

DE APROXIMACIONES 
SUCESIVAS 


Supongamos que se pide hallar la solución ij *= yU) 
de la ecuación diferencial 

y). (1) 

que salisface a la condición Inicial 

y t-* = y+ (2) 


Supondremos que en cierto rectángulo 

D<|x —x„|<a, |y — y 0 1 < fe) 

con centro en el punto (xo. yo), para la ecuación (I). se 
cumplen las condiciones a) y b) del teorema de existencia 
y unicidad de la solución del problema (I) —(2) (véase 
la pág. 10). 

La solución del problema (I) —(2) se puede hallar por 
el método de aproximaciones sucesivas que consiste en lo 
siguiente: 

Se forma una sucesión de funciones (y„(*)}, deter¬ 
minadas por las relaciones reiteradas 

X 

y«M—yo+ jtV. y«-t(OI^. (n —1.2,...), (3) 

*• 


Por aproximación nula yo(x) se puede tomar cualquier 
función que sea continua en un entorno del punto x = x„\ 
en particular. j 0 , donde y<, es el valor inicial de 
Cauchy (2). En virtud de las hipótesis que se hacen con 
respecto a la ecuación (I), las aproximaciones sucesivas 
{y„(x)) convergen hacia la solüfton exacta de la ecuación 
( 1 ) que satisface a la condición (2) en cierto intervalo 
x 0 — h < x < Xo -f h, donde 


A = mln(a, £). 

M= max | / (x, y) |. 
UttaD 


(4) 
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La cota del error cometido al sustituir la solución exacta 
y(x) por la aproximación n-ésima y„(x) es: 

ly(«)-y.WI< * ,T~' *“• ( 5 > 

donde 


JV 


max 

i*, y) m O 


d v\ 


Por el método de las aproximaciones sucesivas hay que 
detenerse en una n de modo que \y n +i — y*\ no supere 
al error permitido. 

Ejemplo. Empleando el método de las aproximaciones 
sucesivas, hallar la solución aproximada de la ecuación 

!/ = ** +y*. 


que satisface a la condición inicial y |,_o = 0 en el rectán¬ 
gulo —1 < x l, —l < y I. 

Solución. Se tiene |/(x, y) | = x a + y¡ < 2, o sea, 
M = 2, Tomamos por h el menor de los números a = I 
~- = |- o sea, ó — -i-. Según (4), las aproximaciones 
sucesivas convergen en el intervalo — 7 < * < -5 • Estas 
son: 


VoW“0: 

X 

l ,,(*)-= f (/’ + !$ = 

o 

* w - i\ fi + *í»i*- /(<•+f ) di -4+¿ : 

o o 

I x 

Vj(*)= f + I (f’ + 4 + Fia + w) dl = 

o o 

r* z T 9*** r» 

= T + 63 + 2079 + 59535 • 


El error absoluto de la tercera aproximación no supera 
a la magnitud 


I y> W ~ y (x) I < Jf (y) 3 V = ; 
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En este caso, 


= max ¡ 1 = max | 2/, |=2. 

En los siguientes ejercicios hay que hallar tres apro¬ 
ximaciones sucesivas: 


76. 

jr'-x*-/: 

y\,— 

.-o. 

77. 


y u 

= 0. 

78. 

v' = x + y\ 


= 1. 

79. 

y' = 2y — 2x* - 3; 


= 2. 

80. 

xy’ = 2 x-y. 

y U. 

= 2. 


§ 5. ECUACIONES 
CON VARIABLES 
SEPARABLES 
Y ECUACIONES 
REDUCIBLES A ELLAS 


La ecuación dilerencial de la ¡orma 

<t(y)dtj — f(x)dx (|) 

se llama ecuación con variables separadas 
Las ecuaciones de la forma 


<J>i <*) (y) dx = , r 2 (x) (y) di/. (2) 


en las qtie los coeficientes de las diferenciales se descom¬ 
ponen en factores que dependen solamente de x o sola¬ 
mente de y, se llaman ecuaciones con variables separa¬ 
bles. 

Dividiendo por el producto ipi(!/)<ps(x) éstas se reducen 
a ecuaciones con variables separadas: 


ti (t) 

ti W 


dx-. 
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( 2 ') 



( 3 ) 


La integral general de esta ecuación tiene la forma 

Observación. La división por «t>i(tf)<P í{at) puede 
dar lugar a que se pierdan las soluciones particulares que 
anulan al producto <pi(t/)<pa(*)- 

La ecuación diferencial de la forma 

% =/(ax + by + c), 


donde o, 6 y c son constantes, se reduce a una ecuación 
con variables separables haciendo la sustitución 
z «= ax + by + c. 

Ejemplo I. Resolver la ecuación 

3e* Ig y d x + (2 — «') sec* y dy = 0. 

Solución. Dividimos ambos miembros de la ecua¬ 
ción por el producto tg v (2 — #*) 

+ “¿y.A =■ Q. 

2 — a T lev 

Ha resultado una ecuación con variables separadas. In¬ 
tegrándola hallamos: 

— 3ln|2-e'|+Inllgyl —C,. 


Efectuando la potenciación, obtenemos: 


j 2 1— < r* |* ~ eC ’’ 0 bien 


(2-á')’ 


= e*- 1 . 


De aqui, 


(¿íí*y ” ±eC 

Designando ± e c ' = C, se tiene: 

o bien, «B y — C(2— e*>>. 


Hemos obtenido la integral general de la ecuación dada. 

Al dividir por el producto tgy-(2 — e*) se suponía 
que ninguno de los factores se convertía en cero. Igua¬ 
lando cada factor a cero, obtenemos, respectivamente: 

= (é = 0. ±1, ±2, ...), x = In2. 
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Sustituyendo en la ecuación inicial comprobamos que 
y = kn y x = In 2 son soluciones de esía ecuación. Estas 
pueden obtenerse formalmente de la integral general ha¬ 
ciendo C = 0 y C = oo. Esto significa que la constante 
C se sustituye por^-. después de lo cual, la integral 
general toma la forma 

tg!/ —^ <2 — e') 3 = 0, o bien. C, tg y — (2 — e') 3 — 0; 


haciendo en la última igualdad C, = 0. lo que corres¬ 
ponde a C = oo, tendremos (2 — e*) 3 = 0; de aquí ob¬ 
tenemos la solución x = In 2 de la ecuación inicial. En 
consecuencia, las íunctiones y = An (A = 0. ±1, ±2, ...) 
y x = In 2 son soluciones particulares de la ecuación 
dada. Por consiguiente, el resultado final es 

lgg-C(2-e , )’-»0. 


Ejemplo 2. Hallar la solución particular de la ecua¬ 
ción 


(I + e‘)yy' = e\ 


que satisface a la condición inicial y |,„o = I. 
Solución. Se tiene: 

0+«•>*•£-«*. 


Separando las variables, resulta: 

. dx 

ydy-T+ir- 

Integrando, hallamos la integral general 
4 = ln(l+e') + C. 


(I) 


Poniendo en (I) x ’ 


= 0, tendremos j = ln2-fC, de donde 


hallamos: C = y — In2. Poniendo este valor de C en (I), 
obtenemos la integral particular 


^l„(^)’ + l. 
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particular buscada es: y = 


Ejemplo 3. Hallar la solución particular de la ecua¬ 
ción 

y' sen * = p ln y, 

que satisface a las condiciones iniciales siguientes: 
a ) v = e ' 

Solución. Se tiene 

•^•sen * = j/ln y. 

Separamos las variables 



Integrando, bailamos la integral general 
ln| lnp|-=*ln|tg -j-j + InC 
Después de potenciar, obtenemos: 

Iny — C-tg-j, o bien. p = c C '* 7 . 


de donde la solución 



que es la solución general de la ecuación considerada. 

a) Pongamos ahora * = y, y = e, entonces, e = e C '* 4 . 

De aquí que C= 1. Asi, pues, y = e t ' 1 . 

b) Hallemos ahora la solución particular de la ecua¬ 
ción que satisface a la condición inicial pl ”_=!• 


Poniendo C = 0 en la solución general y = e 3 , ob¬ 
tenemos la solución particular buscada. Obsérvese que 
cuando se obtenía la solución general, la constante C fi¬ 
guraba bajo el signo del logaritmo, por lo cual, C = 0 se 
puede considerar como valor limite. La solución particu¬ 
lar y = I está comprendida entre los ceros de! producto 
y-\n p-sen*. por el cual dividimos ambos miembros de la 
ecuación dada. 


)- 44 ¡ 
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Integrar las ecuaciones: 


81 . (l+y)dx + (l+xV!/ = 0. 

82 . (I + y‘)dx + xydy = 0. 

83. y + xy*) jr' + x*— yx 2 =0. 

84. (I + y 2 )dx= xdy. 

85. x VT+y + y y' VT+x 2 = 0. 

86. xVÍ^lFdx + yVT^~Fdy = 0. y l,_=l. 

87. «-‘'(I +¡r , )=l 

88. y In y dx + x dy = 0, y },_, = 1. 


89. y’ = a'*» (a > 0, a # 1). 

90. c»(l + x*)dy-2x{i + e>)dx-- 


■ 0 . 


91. (I + e x )yy’ = e 11 . y \„ 0 = 0. 

92. (1 +<,’)(«*■ dx-e*d¡/)-(l + Jf) dir = 0. 

93. (xy 2 -y’ + x- I) dx + (x*y - 2xy + x» -f 2y - 

-2x + 2)dy = 0 . 

94. y' = sen (v — y). 

95. y' = ax + by + c (a. b,c— consl). 

96. (x + ¿ iYy'-a 2 . 


97. (|-«,) e » y ' + _£_-, 0 . 

98. (I + y 2 ) dx = (y - V'f+Í?')(l + x*)« dy. 

99. xy 2 (xy' + y) = d 2 . 

100. (xy + I) dx + 2x J dy = 0. 

(la sustitución xy = t). 


101 . (l+xy)} + (x } - D’xj/^O. 

(la sustitución xy = l). 

102 . (xV + jr + x-2)dx + (xy + x)d</ = 0 

(la sustitución xy = l) 

103. (x« — 2X 5 + 2x , -y > + Ax’y ) dx + (xy 2 -Ax 2 )dy = 0 
(la sustitución y =» Ix). 


104. ¡,'+1 = 


(x+i.1" 

Jx+WTV+W' 
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105. (In * + y 3 ) ¡i* — ZxifdyBnQ. 

106. (xy + 2xy ln*y + y In y) dx -f (2x* \ny + x)dy = 0 
(la sustitución .vlny = <). 

107. y-xy' = a(l + *V)- 

108. (á‘ + y r )dx + 2xV°x-x 3 dy = 0, 

y I,™=°- 

109. y' 4- sen = sen -^-y^. 

Ejemplo 4. Hallar una curva que pase por el punto 
( 0 . —2), de modo que la pendiente de la tangente en cual¬ 
quiera de sus puntos sea igual a la ordenada del punto, 
aumentada en 3 unidades. 

Solución. Basándose en el signilicado geométrico 
de la primera derivada, obtenemos la ecuación diferencial 
de la familia de curvas que cumplen la condición pedida: 

£=!/ + 3. O 

Separando las variables e integrando, obtenemos la solu¬ 
ción general 

Inl y + 3 |— x + C. (2) 


Como la curva buscada tiene que pasar por el punto 
(0. —2). o sea, 

IfU- 2 - (3) 


de (2) determinamos el valor de C correspondiente a esta 
curva; ln|— 2 + 3| = 0 + C. o sea, C = 0, de modo que 
x = ln|y 4- 3|, de donde 

y=-3±e‘. 

En virtud de la condición (3), se debe tomar el signo más: 
y = e x — 3. 

Ejemplo 5. Un depósito cilindrico de volumen V 0 está 
lleno de aire atmosférico, que se comprime de un modo 
adiabático (sin intercambio de calor con el medio que le 
rodea) hasta que su volumen se hace igual a V|. 

Calcular el trabajo Invertido durante la compresión. 



Solución. Es sabido que el proceso adiabático se 
caracteriza por la ecuación de Poisson 



donde V 0 es el volumen inicial del gas. p 0 es la presión 
inicial del mismo y * es una magnitud constante para el 
gas dado, Designemos con V y p, respectivamente, el vo¬ 
lumen y la presión del gas en el momento en que el ém¬ 
bolo estaba situado a la altura h, y con S. el área de la 
superlicie del émbolo. Entonces, al descender el émbolo 
en la magnitud dh. el volumen del gas disminuirá en la 
magnitud dV = Sdh. En este caso, se realizará el tra¬ 
bajo 

dW = — pSdh o bien, dM = — pdV (2) 

Hallando p en la ecuación de Poisson (I) y sustituyendo 
en (2), obtenemos la ecuación diferencial del proceso: 

dW = -tp-dV. (3) 

Integrando (3). se tiene: 

^/5-5zS*=i + c - (4) 

En virtud de la condición inicial B 7 V_ v ,=-0, de (4) ob¬ 
tenemos 



Por lo tanto, el trabajo de compresión adiabática (desde 
V'o hasta V) es: 



Para V = V|, resulta: 



110. Hallar una curva que pase por el punto (0, —2) 
de modo que el coeficiente angular de la tangente en cual¬ 
quiera de sus puntos sea igual a la ordenada del mismo 
punto, aumentada tres veces. 
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III. Hallar una curva para la cual el área Q, limitada 
por la curva, el eje OX y las dos ordenadas X = 0. X = x, 
sea una función dada de u: 

Q a 2 In ~. 


112 . Un punto material de masa igual a 1 g se mueve 
en linca recta debido a la acción de una fuerza que es di¬ 
rectamente proporcional al tiempo, calculado desde el in¬ 
stante í = 0, e inversamente proporcional a la velocidad 
del punto. En el instante t <= 10 s la velocidad era igual 
a 50 cm/s, y la fuerza, igual a 4 dinas. ¿Qué velocidad 
tendrá el punto al cabo de un minuto del comienzo del 
movimiento? 

113. Demostrar que la curva que posee la propiedad 
de que todas sus normales pasan por un punto constante, 
es una circunferencia. 

114. Una bala se Introduce en una tabla de h = 10 cm 
de espesor con la velocidad u,, = 200 m/s traspasándola 
con la velocidad o, = 80 m/s. Suponiendo que la resisten¬ 
cia de la tabla al movimiento de la bala es proporcional 
al cuadrado de la velocidad, hallar el tiempo del movi¬ 
miento de la bala por la tabla. 

115. Un barco retrasa su movimiento por la acción de 
la resistencia del agua, que es proporcional a la velocidad 
del barco. La velocidad inicial del barco es 10 m/s. des¬ 
pués de 5 s su velocidad será 8 m/s. ¿Después de cuánto 
tiempo la velocidad se hará I m/s? 

116. Demostrar que la curva para la cual la pendiente 
de ia tangente en cualquier punió es proporcional a la 
abscisa del punto de contacto, es una parábola, 

117. Según la ley de Newton, la velocidad de en¬ 
friamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la 
diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la tempe¬ 
ratura T 0 del aire. Si la temperatura del aire es de 20” C 
y el cuerpo se enfria en 20 min desde 100° hasta 60”. 
¿dentro de cuánto tiempo su temperatura descenderá 
hasta 30°? 

118. Hallar la curva para la cual la pendiente de la 
tangente en cualquier punto es « veces mayor que la pen¬ 
diente de la recta que une este punto con el origen de 
coordenadas. 
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119. Determinar el camino S recorrido por un cuerpo 
durante el tiempo t, si su velocidad es proporcional al 
trayecto, sabiendo que en 10 s el cuerpo recorre 100 m y 
en 15 s, 200 m. 

120 . El fondo de un depósito de 300 litros de capaci¬ 
dad, está cubierto de sal. Suponiendo que la velocidad con 
que se disuelve la sal es proporcional a la diferencia entre 
la concentración en el instante dado y la concentración 
de la disolución saturada (1 kg de sal para 3 litros de 
agua) y que la cantidad de agua pura dada disuelve 1/3 
de kg de sal por min. hallar la cantidad de sal que con¬ 
tendrá la disolución al cabo de una hora. 

121. Cierta cantidad'de una substancia indisoluble con¬ 
tiene en sus poros 10 kg de sal. Actuando con 90 litros de 
agua se observó que durante I hora se disolvió la mitad 
de la sal contenida. ¿Cuánta sal se disolvería durante el 
mismo tiempo si se duplicase la cantidad de agua? La ve¬ 
locidad de disolución es proporcional a la cantidad de sal 
no disuelta y a la diferencia entre la concentración en el 
instante dado y la concentración de la disolución saturada 
(I kg para 3 litros). 

122. Hallar la curva que tiene la propiedad de que el 
segmento de la tangente a la curva comprendido entre los 
ejes de coordenadas se divide por la mitad en el punto de 
contacto. 

123. Cierta cantidad de substancia, que contenía 3 kg 
de humedad, se colocó en una habitación de 100 m® de 
volumen, donde el aire tenia al principio el 25% de hume¬ 
dad. El aire saturado, a esta temperatura, contiene 0.12 kg 
de humedad por 1 m*. Si durante el primer dia la substan¬ 
cia perdió la mitad de su humedad, ¿qué cantidad de 
humedad quedará al finalizar el segundo dia? 

Nota. La humedad contenida en una substancia po¬ 
rosa se evapora al espacio que la rodea con una velocidad 
que es proporcional a la cantidad de humedad que hay en 
la substancia y es también proporcional a la diferencia 
entre la humedad del aire que la rodea y la humedad del 
aire saturado. 

124. Cierta cantidad de una substancia indisoluble que 
contiene en sus poros 2 kg de sal se somete a la acción de 
30 litros de agua. Después de 5 min se disuelve 1 kg de 
sal. ¿Dentro de cuánto tiempo se disolverá el 99% de la 
cantidad inicial de sal? 


38 



125. Una pared de ladrillos tiene 30 cm de espesor. 
Hallar la dependencia de la temperatura de la distancia 
del punto hasta el borde exterior de la pared, si la tem¬ 
peratura en la superficie interior de la misma es igual 
a 20° y en la exterior, a 0 °. Hallar también la cantidad de 
calor expedida por la pared (por I m s ) al exterior durante 
un dia. 

Nota. Según la ley de Newton, la velocidad Q de 
propagación del calor a través de una superficie A, per¬ 
pendicular al eje OX, es: Q = —éS-^-. donde k es el 
coeficiente de conductibilidad térmica; T, la temperatura; 
/, el tiempo y S. el área de la superficie A\ (k = 0,0015). 

128. Demostrar que la ecuación - 57=7 con la condi¬ 
ción inicial y |,_ 0 = 0 tiene infinitas soluciones de la for¬ 
ma y = Cx. Esta misma ecuación con la condición inicial 
y|»-o = yo & 0 no tiene solución alguna. Trazar las cur¬ 
vas integrales. 

127. Demostrar que el problema 

7Í-=V‘. íU = ° 

tiene al menos dos soluciones para 0 < o < I y una para 
a = I. Trazar las curvas integrales para a =-5 . 1. 

128. Hallar la solución de la ecuación 

77 =pl Iny 1“ (a > 0). 

que satisface a la condición inicial i /|,_ 0 = 0. ¿Para qué 
valores de o tiene solución única? 

129. Demostrar que las tangentes a todas tas curvas 
integrales de la ecuación diferencial 

y' + y tg * = * tg x + > 

en los puntos de sus intersecciones con el eje O Y son pa¬ 
ralelas entre sí. Determinar el ángulo bajo ei cual se 
cortan las curvas integrales con el eje OY. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales: 

130. eos 1 / = 0. 

131. e» = 1. 

132. sen y' = x. 
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133. lny' = x. 

134. tg y' = 0. 

135. e» =x. 

136. tg¡í' = *. 

He aquí algunos problemas en los que Se necesita 
hallar la solución particular conociendo el comporta¬ 
miento de la solución para x — oo. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 

x*stny • ¡r' = 2, (1) 

que cumple la condición 

¡/-►-j-cuando *-»». (2) 

So I u c i ó n. Separando las variables e integrando, 
hallamos la integral general de la ecuación (I): 

eos y -* p- + C. 

La condición (2) nos da: cos-j- = C, sea. C = 0 De este 
modo la integral parficular tiene la forma: cosjr=»--^- 

A ésta le corresponden infinitas soluciones particulares de 
la forma 

;/“ ±arccos-jj- + 2jw, n*=0, ±1, ±2, ... (3) 

Entre estas soluciones hay solamente una que cumple la 
condición (2). Esta se halla pasando al límite en la igual¬ 
dad (3) para x — oo. 

Resulta: 

± are eos 0-f 2rm, oblen, y = ±¿ + 2nn. 

De aquí que 

•i = ±-i + 2n (4) 

Fácilmente se observa que (4) tiene dos raíces: n = 0 
y " = -¡; la raíz n=^- que corresponde al signo menos 
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ante árceos -jj- no vale (n tiene que ser entero o igual a 
cero). Por lo tanto, la solución particular buscada de la 
ecuación (I). es: 

ji = arccos-p-. 

En los siguientes ejercicios hay que hallar las solu¬ 
ciones de las ecuaciones que cumplen las condiciones in¬ 
dicadas para x — ± oo. 

137. xVcosjr + I = 0. ¡/-e-y-n, x-» + oo.- 

138. *V + cos2i/= I, x-* + oo. 

139. x 3 !)' — sen y = I , y-*5x, x->oo. 

140. (1 -f x s )!/' — 7 eos’ 2y = 0, y -* y n,.e — oo. 

141. e* = e<»/ + l, y es acotada para x-» + oo. 

142. (x+ 1 )y' = y— 1. y es acotada para x-» + oo. 

143. tf = 2x (n + y)> y es acotada para x-*oo. 

144. x‘‘y’ + sen2¡/= I, p-*-7-n, x-» + oo. 


§ 6. ECUACIONES 
HOMOGENEAS 
Y REDUCIBLES A ELLAS 


Una [unción ¡(x, y) es homogénea de grado n en sus 
argumentos si se cumple la identidad 

Hlx.ty)^rf(x,y). 


Por ejemplo, ¡( x , y)=x* + y , — xy es una función 
homogénea de segundo grado, puesto que H<x, ly) = 
= (tx)’ + Vy)’-(txnty) = ,>(x> + y>-xy)=t>Hx, y). 




Para n = O, se tiene una función de grado cero. Por 
ejemplo, ¡(x,y) = 
grado cero, puesto que 

/(«. W— ,„)>+ oy,. — ,t(,• + ¡,.) —75+'^' — f < ' y) - 


X* — ü* 

^ + es una función homogénea de 


Una ecuación diferencial de la forma ^ =f{x, y) se 
llama homogénea si f(x, y) es una función homogénea de 
grado cero en sus argumentos. La ecuación homogénea 
siempre se puede representar en la forma 



Introduciendo una nueva función incógnita u=-£, la 
ecuación (1) se reduce a la ecuación con variables sepa¬ 
rables: 

du . . 

x 7r == ^^’~ u - 


SI u = u 0 es una raiz de la ecuación <p(u) — u = 0, la so¬ 
lución de la ecuación homogénea es, u = u 0 , o bien, 
y = Uox (recta que pasa por el origen de coordenadas). 

Observación. Al resolver las ecuaciones homogé¬ 
neas no es indispensable reducirlas a la forma (I). Se 
puede hacer Inmediatamente la sustitución y = ux. 

Las ecuaciones de la forma 



se reducen a homogéneas trasladando el origen de coor¬ 
denadas al punto (xo. yo) de intersección de las rectas 

a i* + *iü + C| = 0 y a,x -f b,y + c, = 0. 

Esto se consigue haciendo la sustitución de las variables. 

* = £ + *0. y = 'l + üo- 

El método indicado no es aplicable cuando las rectas 
ai* + b¡y + C| = 0 y a,x + b¡y + c¡ = 0 son paralelas. 
Pero, en este caso. 
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y la ecuación (2) se puede escribir en la forma 

o) 

estudiada en el § 5. 

Si la ecuación diferencial viene expresada en la forma 
P{x,y)dx + Q(x.y)dy = 0. 

será homogénea si P(x, y) y Q(x. y) son funciones homo¬ 
géneas de un mismo grado. 

A veces, la ecuación se puede reducir a homogénea 
mediante la sustitución de la variable y = a“. Esto ocurre 
cuando todos los términos de la ecuación son de un mismo 
grado, atribuyendo el grado I a la variable x, el grado a 
a la variable y, y el grado a — 1 a la derivada 

Ejemplo I. Resolver la ecuación 

xy'-Vx'-y* + y. 

Solución. Escribamos la ecuación en la (orma 

»'-/Rí7+í' 

Como la ecuación es homogénea, hacemos u=-*r 
o bien, y = ux. Entonces, / = xu' + u. Sustituyendo en 
la ecuación las expresiones para y e y', obtenemos 

x£ = V— 

Separamos las variables 

du _ di 

Vi-u* x ' 


De aquí, integrando hallamos: 

arcsen« = ln| x |+lnC|(C, > 0), o bien, arcsenu = lnC,| x |_ 
Como C,| x |= ± C|*, haciendo la notación ±C, = C, 
obtenemos aresen u = In Cx, 
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n n 

donde I In Cx |< ^. o bien, e 2 <Cx<e’. Sustituendo u 
por tendremos la integral general 
arcsen -j-=ln Cx. 

Por consiguiente, la solución general es: y = x sen In Cx, 
Al separar las variables dividía mos a mbos miembros 
de la ecuación por el producto x V "1 — u 2 , por lo cual, se 
podrían perder las soluciones que convi erten e n cero sus 
[actores. Pongamos ahora x = 0 y /1 — u 2 = 0. Pero 
x = 0 no es solución de la ecuación, debido a lo cual re¬ 
sulta, l — A-=0, de donde y = ± x. Con una prueba 
directa nos convencemos de que las (unciones y = — * e 
y = x son soluciones de la ecuación. Estas son soluciones, 
singulares de la ecuación dada. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

(x + y-2)dx+(x-y + i)dy^ 0 . (I) 

Solución. Examinemos el sistema de ecuaciones al¬ 
gebraicas lineales: 

x+y- 2-01 

jr-y + 4 —O/' 

El determinante de este sistema 
I I II 

H< -.I-- 2 * 0 - 

El sistema tiene solución única: x D = —I, y 0 = 3. Hace¬ 
mos la sustitución x = l— 1, # = q + 3. Entonces, la 
ecuación (I) toma la forma 

(5 + h) di + (J — n) dx\ = 0. 

Esta es una ecuación homogénea. Haciendo q = u£, obte¬ 
nemos 

(I + !«) di + (í-iu)(idu + udi) = 0 . 

de donde 




(1 + 2U-UVI + K1 - H )du=»0. 



Separamos las variables 


dj . I - » 

| ' r I + 2u — u ! 


du — 


0 


Integrando, hallamos 


In I 5 1+ - 5 - ln| I +2u-u 5 |=lnC; 6* (l+2u- «*)-<?. 


Volviendo a la variables x. y, obtenemos: 


o bien, 


x * + 2xy-y'-4x + »y = C. (C = C, + I4). 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación 

(x + y + \)dx + (2x + 2y - 1 )dy = 0 

Solución. El sistema de ecuaciones algebraicas li¬ 
neales 

*+y+l~0I 
2x + 2y- 1=0 J 


es incompatible. El determinante del sistema 



En este caso no es aplicable el método empleado en el 
párrafo anterior. Para integrar la ecuación hacemos la 
sustitución 

x + ij = z, dy=*dz — dx. 


La ecuación toma ta forma 

(2 — z)dx + (2z — l)dz = 0. 

Separando tas variables obtenemos 

= 0. 

De aqui que 

x — 2z — 3 ln| z — 2 | = C. 
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Volviendo a las variables x. y, obtenemos la integral 
general de la ecuación dada: x + 2y + 3 ln|x + y — 2] = 
= C. 

Ejemplo 4. Resolver la ecuación 

(x>y*-\)dy + 2xy*dx-0. 

Solución. Hacemos la sustitución y = X a , dy = 
= a a”''da, donde por ahora a es un número arbitrario 
que se elegirá a continuación. Sustituyendo y y dy en la 
ecuación por sus expresiones, obtenemos: 

(xV - I) 02 —' dz + 2xz>« dx = 0. 

o bien 

(íV— 1 - 2°-')uda + 2xe>“dx = 0. 

Obsérvese que el grado de x 1 ***"' es 2 + 3a — I = 3a + 1, 
el grado de a 0-1 es a — I y el grado de ja 1 * es I + 3a. La 
ecuación obtenida será homogénea si los grados de todos 
los términos resultan iguales, es decir, si se cumple la 
condición 3a + I =0 — 1. De aquí que a = —I. 

Por consiguiente, tenemos y — -j- la ecuación inicial 
toma la forma 

(¿-£)* +2-¿-d* = 0. 

o bien, 

(z*-x')dz + 2zxdx=0. 

Pongamos ahora z = ux, dz = udx + xdu. Entonces, 
esta ecuación toma la forma («’ — I) (« dx 4- x </«)+• 
+ 2 u dx = 0. 

De donde 

u(u J + l)dx + x(u J - IM« = 0. 


Separando las variables en esta ecuación, obtenemos: 


dx u ’— l 

X u‘ + u 


du = 0. 


Integrando, hallamos: 

In| x| + ln(u s + I)—ln|u|=lnC, 


o bien. 


a 
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Sustituyendo u por obtenemos la integral general 

de la ecuación considerada: I + x 2 y 2 = Cy 

La ecuación tiene además la solución trivial y = 0, 
que se obtiene de la integral general escribiéndola en la 
forma y = ■ l + e ‘‘ í ' - y pasando después a límites para 
C — oo. Por consiguiente, la función y = O es una solu¬ 
ción particular de la ecuación dada. 

Integrar las ecuaciones: 

145. 4x — 3y + y’(2y-3x) = 0. 

146. xy’ = y+ »V-x». 

147. 4** — xy y 2 + y' (x 1 — xy + 4 y 5 ) *= 0. 

148. 4x ? + xy — Zy’ + y’l— 5x* + 2xy + y 2 ) = 0. 

I49 - y'=i&7- 

150. 2 .xy' (x 2 + !(*)- y (y 2 + 2x*). 

151. xy'= Y y 2 — x 2 . 

152. ax 2 + 2 bxy + cy 2 + y' (bx 1 + 2c xy +1y 2 ) = 0. 

153. (y* -3x’)d</ —- xydx. 

154. y 2 dx + 2 (x 2 — xy 2 ) dy = 0. 

155. (y — xy 1 ) 2 = x 2 + y 2 . 

158. 3x + y- 2 +jr'(x— l) = 0. 

157. 2x + 2y- 1 + y'(x + y — 2) = 0. 

158. (3 y -7x + 7)dx- (3x -7 y- 3)dy = 0. 

159. (y + y Yx 2 y' + I )dx + 2xdy = 0. 

160. 4xy 2 dx + {3x 2 y- \)dy = 0. 

181. (x + y 3 ) dx + (3if - 3y*x) dy = 0. 

162. 2 (x 2 y + V 1 + x'y 2 )dx + x 2 dy = 0. 

163. (2x — 4ij) dx + (x + y — 3) dy “ 0. 

164. (x — 2y — 1) dx + (3x — 6y + 2) dy = 0. 

165. (x — y + 3) dx + (3x + y + l)dy = 0. 

166. (x-f y)dx + (x + y — l)dy = 0. 

167. y eos x dx + (2y — sen x) dy = 0. 
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168. (x — ycos-^jdx + xcos-%-dy = 0. 

169. y 3 dy + 3y , xdx + 2x 3 dx = 0. 

170. y dx + (2 \'7y — x)dy = 0. 

171. Hallar una curva que posea la propiedad de que 
la magnitud de la perpendicular bajada del origen de co¬ 
ordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto 
de contacto. 

172. Hallar la curva para la cual la razón del segmen¬ 
to interceptado por la tangente en el eje O Y al radio-vec¬ 
tor es una cantidad constante. 

173. Empleando coordenadas rectangulares, hallar la 
forma del espejo si los rayos que parten de un punto dado, 
al reflejarse, son paralelos a una dirección dada. 

174. Hallar la curva para la cual la longitud del seg¬ 
mento interceptado en el eje de ordenadas por la normal 
a cualquiera de sus puntos, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. 

175. Hallar la curva para la cual el producto de la 
abscisa de cualquiera de sus puntos por la magnitud del 
segmento interceptado en el eje OI' por la normal, es 
igual al duplo del cuadrado de la distancia desde este 
punto al origen de coordenadas. 


§ 7. ECUACIONES LINEALES 
DE PRIMER ORDEN 
ECUACIONES 
DE BERNOULLI 


Se Ilama ecuación diferencial lineal de primer orden 
a la que es lineal con respecto a la función incógnita y su 
derivada. Esta tiene la forma 

|f+íMll = íW. (O 
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donde p(x) y q(x) son funciones continuas de x en la re¬ 
gión en que se pida integrar ia ecuación (1). 

Si q[x)^= 0, la ecuación (1) se llama lineal no homo¬ 
génea. Si q(x)=¡ 0. se dice que la ecuación (I) es lineal 
homogénea. Esta última es una ecuación con variables 
separables y posee la solución general 

y-ce~ I'"* (2) 

La solución general de la ecuación lineal no homogé¬ 
nea se puede hallar por el método de variación de la cons¬ 
tante, según el cual se busca una solución de la ecuación 
(1) de la forma 

y-c(x)e~ 

donde c(x) es una función incógnita nueva de x. 

La ecuación (I) se puede ¡nlegrar también del modo 
siguiente. Hacemos 

y-u(x)o(x). (3) 

Poniendo (3) en (I), después de las transformaciones 
obtenemos: 

u'v + u(pv + o') — q(x). (4) 

Determinando oí*) de la condición o' + pv = 0. ha¬ 
llamos después la función ufar) resolviendo la ecuación 
(4), obteniendo, por consiguiente, la solución y = uv de 
la ecuación (I). En este caso. o(x) es una solución parti¬ 
cular cualquiera de la ecuación v' + pv — 0 (distinta de 
la solución trivial v ss 0 ). 

Observación. Puede ocurrir que la ecuación dife¬ 
rencial sea lineal respecto a x, considerada esta variable 
como función de y. La forma normal de tal ecuación es: 
-j~ + r (y) * = <p (y). 

Ejemplo I. Resolver la ecuación 

y' + 2 xy = 2xe~‘ : . (5) 

Solución. Apliquemos el método de variación de la 
constante. Consideremos la ecuación homogénea 

y'+ 2xy = 0, 
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correspondiente a la ecuación no homogénea dada. Esta 
es una ecuación con variables separables. Su solución ge¬ 
neral tiene la forma 

y = ce~ x \ 


Buscamos la solución general de la ecuación no homo¬ 
génea en la íorma 

y = c(x)e~* (6) 

donde c(x) es una función incógnita de x. 

Poniendo (6) en (5), obtenemos c'(*) = 2x. De donde 
c(x)= x ! c. Resumiendo, la solución general de la ecua¬ 
ción no homogénea es 

y = (** + c) e~*. 

donde c es la constante de integración. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

dy = _¡_ 

dx X eos y + sen 2 jf ' 

Solución. La ecuación dada es lineal, considerando 
x como functión de y: 

~¡[¡j ~ x eos y = sen 2y. (7) 


Buscamos la solución general de la ecuación en la 
forma x — u(y)-v(y). Se tiene 



du , 

*T + U 


do 

TT 


Sustituyendo x y en ecuación (T), obtenemos 
du .( do \ 0 

° -57 + " - 0 cos y J = sen 2y - 

Hallamos v(y) de la condición 

do — 

-t—— ocosj/ = 0. 


Tomamos cualquier solución particular (no trivial) de esta 
ecuación, por ejemplo v(y)= e* ra ». Entonces, 

«*“ * “57 = sen 2y. 


so 



De donde 


u = j e- !cn » sen 2 y dy = — 2c -5 “ »(1 + sen y) + c. 

Por consiguiente, la solución general es 
x = ce" 0 » — 2 sen y — 2. 

Ecuación de Bernoulli. Esla es una ecuación de la 
forma 

^ + p(x)y = q(x) ü", (8) 

donde n # 0; I, puesto que para n = 0yn = l esta ecua¬ 
ción es lineal. La ecuación (8) se reduce a una ecuación 


lineal haciendo la sustitución z > 


Pero resulta más 


conveniente resolver la ecuación de Bernoulli haciendo la 
sustitución (sin reducirla a lineal) y = u(x)v(x). 

Ejemplo. Resolver la ecuación de Bernoulli- 

*y' + U = iñ ln *■ 

Solución. Hagamos y = u (x) v(x) . Tendremos 
xv u' + u (xv‘ + v) = uV ln x. 

Hallamos la función o(z) como solución particular de 
la ecuación xv' + v => 0. Resulta, v (*) = -!. Entonces, 
u' = -J 5 - in x. Separando las variables e integrando, ob¬ 
tenemos 

_1 = f JñJL di= _ 

u i X 1 X X 


1 + ex + ln i • 

La solución general de la ecuación es: 


«■ 
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Integrar las ecuaciones: 

176. ,/ + 2y = x 2 + 2*. 

177. (JC + 2.V- l)»'-(x+l)¡r = x- I. 

178. xlnxi/' — y = x J (3lnx — I). 

179. (o*— x*)y' + xy = d‘. 

180 . 2 xi/ ~ y — 3x 3 . 

181 . (x + \)dy-[2y + (x + l)«|rfx = 0. 

182. y , ,c„ y + 2 sen 2(i ‘ 

183. — 2xy—2xe*. 

184. x(x«+l)ír' + (2x«- \)y=J¡LzA. 


185. y' y eos x = sen x eos x, y l_„= 1. 


186. xln x • y' — (I In x) y + -y /x(2 + ln x) 

187. 3xy'-2y=£. 


188 • W-'—TTTf T- 

189. (*j + xVI¡-'= I. 

190. y' — y=, 2xe«+«*. 

191. x¡/' = ¡r + x 3 senx. 

192. X V -f- 2x 5 y — ( I + 2x*). 


193. y'= t 2x> ¡ —j. 

J x 1 — y 1 — n* 

194. 2 sen x ■ y' + y eos x = ij ¡ (x eos x — sen x). 


196. ji' + y- 


II 


x ! + x+l (x* + x+ 1 )*'" ‘ 

197 3u - I „ Jr, + °* _I xl3x 3 -a») 

197. iy + y x(x ,_„, t — y, x ! -u ! ■ 

198. (I + x 3 ) y' = xy + xhj 1 . 

199. !l' + r * T = --j(*+l)V. 
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200 . (.v* -f y 1 + 1) dy + xy dx = 0. 

201 ' í ' ,== 2»ln g + y-x' 

202 . x{x- I )y' + y = x*(2x- I). 

203. a' — !/tg •* = sec jc, y |,_ 3 = 0. 

204. y' eos y + sen ij = * + >• 

205. y' + sen ij + x eos y + * = 0. 

206. !/'- 7 q* T -»*’(t +*)". 

I 

207. f ip (ux) da = rnp (x). 

0 

208. y' + xsen2i/ = xe- , ’cos‘y (la sustitución/ = tg y). 

En los problemas que se dan a continuación hay oue 
hallar las soluciones de las ecuaciones que satisfacen a las 
condiciones indicadas: 

200 . y' — 2 xy = eos x — 2x sen x, 

y es una función acotada cuando x-»oo. 

210 . 2/7 y’-y= -sen /7 -eos /7. 
y es acotada cuando x-» + oo. 

211 . y’ - y ln 2 = 2'*" * (eos x - l)ln2. 
y es acotada cuando x-» + oo. 

212. 2 x-y' — xy = 2x eos * — 3 sen x. 
y-*0 cuando x-> + oo. 

sen 3 x 

213. y sen x — (/eos* --jj— . 

;/-»0 cuando x-»>». 

214. (I + x ' 1 )ln (I + x‘) y'—2xy = ln (t+x*)—2x arctg x, 
y-» —¿ cuando x-» —oo. 

215. y'- e‘¡í = -jrscn-j — e'cos^-. 
y —► 2 cuando x-> —oo. 

216 . y'— y ln x = — (1 +2 ln x)x~ x , 
y ~*0 cuando x-* + oo. 
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§ 8. ECUACIONES 

DIFERENCIALES EXACTAS 
FACTOR INTEGRANTE 


La ecuación diferencial de la forma 

M(x, y)dx + N{x, y)dy=0 (I) 

se llama ecuación diferencial exacta si su primer miembro 
es la diferencial total de una función u(x, y): 

Mdx + Ndy=3dua*£dx+-2± dy. 

La condición necesaria y suficiente para que la ecua¬ 
ción (I) sea una ecuación diferencial exacta es que se 
cumpla la condición 

dy di w 

(en un recinto simplemente conexo D de variación de x, 
y). La integral general de la ecuación (I) tiene la forma 
u(x, y)= C, o bien, 

* y 

f M(x, y)dx+ ¡ Ar(x„, y)dy = C. (3) 

x. y. 

Ejemplo. Resolver la ecuación diferencial 

(sen xy + xij eos xy) dx + x*cOS xy dy = 0. 

Solución. Comprobemos que la ecuación dada es 
una ecuación diferencial exacta. Se tiene 

'^7=4' (sen X,J + xy cos xy) = 

=x cos xy + x cos xy — x 2 y sen xy — 2x cos xy — x-y sen xy, 
(x 5 cos xy) = 2x cos xy — x 2 y sen xy, 

o sea. 

dfd A,v 
dy ^ dx ' 


54 



Como vemos, se cumple la condición (2). Por consiguiente, 

* V 

u (X, y) = j (sen xy + xy eos xy) dx + J ** eos x¿y dy = 

= x sen xy ’f + x 0 sen xtf = * sen xy — x 0 sen x 0 y 0 ; 
de modo que 

x sen xy = C + x 0 sen x„y 0 , o bien, x sen xy = C|. 

Al resolver agunas ecuaciones diferenciales se pueden 
agrupar los términos de tal modo que resulten combina¬ 
ciones láciles de integrar. 

Ejemplo. Resolver la ecuación diferencial 

{x> + xy')dx + (x’y + y>)dy = 0. (20 

Solución. En este caso. 4¡^=2 j :y, -~ = 2 xy, y 
se cumple la condición (2); por consiguiente, tenemos una 
ecuación diferencial exacta. Esta se reduce a la (orma 
du = 0 mediante una agrupación directa de sus términos. 
En efecto, escribámosla en la lorma 

x 3 dx + xy (y dx + x dy) + y' dy = 0. 

Aquí 

x 3 dx = d (-£-). xy (// dx + x dy) = xyd (xy) — d (-^-). 

i i*dy = d(£y 

Por lo tanto, la ecuación (2') se puede escribir asi 

'(Íl+'W+'W-)-"' 

o bien, asi 

4Í+ J H¡ 1 +4H- <2") 

Por consiguiente, la integral general de la ecuación (2"), 
y de la ecuación (2'). es: 

x< + 2(.xyr+,/ = C. 

En algunos casos, por cierto muy excepcionales, cuando 
(I) no representa una ecuación diferencial exacta, se con- 



sigue hallar una [unción p(x, y) tal que al multiplicar el 
primer miembro de (I) por ella, resulla una diferencial 
total: 

du = pM dx + pA' dy. (4) 


Tal [unción p(x, y) se llama (actor integrante. Según 
la definición de factor integrante se tiene 


o bien 

de donde 


m a, ‘_ IÉM. £*L\ 

N d Inn v| t> In |i dM il.V 
Ox ' ¿y dy dx 
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Para hallar el factor Integrante, hemos obtenidQ una 
ecuación en derivadas parciales. 

Indiquemos unos casos particulares en que fácilmente 
se-puede hallar la solución de la ecuación (5), o sea, el 
factor integrante. 

I. |i = p(x). En este caso, ^ =0 y la ecuación (5) 
toma la forma 


dM ÓN 
itlnu <l|i ~ dx 
dx *“ ' V 


( 6 ) 


Para que exista un factor integrante no dependiente de 
y es necesario y suficiente que el segundo miembro de (6) 
dependa solamente de x. En este caso, In ji se halla por 
cuadraturas. 

Ejemplo 1. Examinemos la ecuación 
(x + y ! ) dx — 2yx dy = 0. 

Solución. Aquí 

M = x -+• y 2 . /V = — 2 xy. 

Se tiene 

dM di V 

dy dx 2y + 2 y 2 

N —2xy~x' 
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Por consiguiente, 

= ln p = -2lnlrl 

UX X * 


La ecuación 

l±jL ix -2^ d y = 0 

es una ecuación diferencial exacta. Su primer miembro se 
puede representar en la forma 

dx _ 2.r y dy — y' dx . 
x ? 

De donde 

d(ln|x|-4) = ° 


y la integral general de la ecuación dada es: 

u 1 

x = C • e * . 

2. Análogamente, si (-^— I dc P en<1c so * a ' 
mente de y. la ecuación (1) tiene un factor integrante 
H = p(r/) que depende solamente de y. 


Ejemplo 2. 2xi/ In u dx + (x 8 + y- Yy : + I )dff = 0. 
Solución. Aqui M =* 2 xy In y, N = .<? + y* VV + I. 


Se tiene 


ON >)M 

dx dy 2x — 2 x(lny+l) __¡_ 

M ' 2 xy In y y 


Por consiguiente, 


d in n __l_ _ J_ 

dy y ■ ’ » ' 

La ecuación 

■¿xyinydx + íl±¿lZ±L d y = 0 

y y 


es una ecuación diferencia l exact a y puede escribirse 
de la forma d(x*ln y) + y V'/ + 1 dy = 0, de donde 


xMny + -i-(<r+l)*=C. 


57 



Ejemplo 3. Resolver la ecuación 

(3.r + 2y + y 1 ) dx + (x + 4xy + 5^ dy = 0. 

si su factor integrante es de la forma p = if(a: + y 1 ) 
Solución. Hagamos z = x + y 1 . Entonces p=q>(z) 
y, por consiguiente, 


0 ln |1 

d ln n 

dz 

__ d ln n 

dx 

dz 

dx = 

dz 

d ln |i 

dy 

d ln n 
dz 

dz 

’ dy = 



La ecuación (5) para hallar el factor integral tiene la 
forma 


o bien 


(.V - 2,W y) 



a ai 
dy 


dN 

dx 


dM dS 
» ln |i _ dy dx 
iU ~ \ - ÍMy 


Como M =3x + 2y + y*. X = x + 4xy + 5 y 1 , resulla 
dM j.v 

dy ~ dx _l__ i 

X — '¿My x + y 1 x ' 


por lo cual = -j . de donde ji = z. o sea, p = x + 

+ y 1 . MulUplicaiido la ecuación dada por p = x + y 3 ob¬ 
tenemos 

(3** + 2 xy + 4 xy 1 + 2 y : + y') dx + 

+ (x 1 + 4x’p + 6Jf|T* + 4 xy* + 5y‘) dy = 0. 

Esta es una ecuación diferencial exacta y según (3), su 
integral general es 

X 

j (3x* + 2 xy + 4xy< + 2y> + y<) dx + 

*• 

a 

+ J (*o + ix lu + 6x yU 7 + 4*0?’ + 5 y*) dy = C, 

o bien. 


* 3 + x 3 y + 2x‘y* + 2 xy* + xy' + */‘ = C 



donde C'= C + -t?y 0 + + 2x c^ + x cii + + 4 Des ' 

pues de hacer unas transformaciones sencillas resulta 

(x + y)(x + y¥ = C- 


Integrar las ecuaciones: 

217. x (2x J + !/’) + !/ (x* + 2 y*) y' «= 0. 

218. (3x» + 6 xtf dx + ( 6 x’y + 4y 3 ),dy = 0. 

2,9 ‘ (7PTF + 7 + 7) dx + 

+(y?=rjr+j-f) d !'~ 0 - 

220 . (3x J Ig y - 7 ?) dx + {x*scc* y + 4y 3 + 7 ?) dy = 0 . 

221 . ( 2 * + — 5 ^) dx = rfy- 

222 . jjSÜi+ ,)*, + (,_ i^£)í r -0. 

223. (3x ! — 2x — y) dx + (2y — x + 3 y*) dy = 0. 

224 - {vrh +2x!, - 1 :) rix ±_ 

+ (|/l d- X a + x s - I 11 x )dy — 0. 

225. “‘ x + >^ t xdy-ydx _ „ 

K< J + j 7 x* 

226. (sen y + ysenx + 7 -)dx + 

+ (xcosy — eos x + 7 ) ífl/ = 0 . 

227 _ I±ffljL2£a* + (^ + Se n f )^-0. 

228 . 2^ + í 2 1^, =0 , !/Ui=l . 

229. {n eos (nx + my) — m sen (mx + ny)) dx + 

+ {m eos (ni + my) — n sen (mx + ny)) dy = 0 . 


230, 
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x dx + »■*» + ( 1 + -il) x 

¡' + y') (I — x” — y 1 ! \,jVy’-x’ y*/ 


X(ydx — xrfy) = 0. 
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231. (l sen í-X cos | + t) dx + 

+ (t cos 7 -v se " 7 + v) d,J - °- 

232. y <x* + íí» + o 1 ) dy + X (x‘ + y> - á>) dx = 0. 

233. (x* + ír+ l)dx-2x»rf¡/ = 0, ji — <p (.</* - x J ). 

234. (I — x 3 y)dx + x 7 (y — x)dy = 0, |i=<j>(x). 

235. {3x'y + y*) dx + (x 3 + 3 xy 1 ) dy = 0. 

236. x dx + y dy + x (x dy — y dx) = 0. |t = ip(x 2 + y 1 ). 

237. (x 2 + y) dx — x dy = 0. |t = q> (x). 

238. (x + y*) dx — 2 xy dy = 0, p = q> (x). 

239. (2 x?y + 29 + 5) dx + (2.x 3 + 2x) dy~ 0, n—q) (*). 

240. (x‘lnx — 2xy 3 )í/x + 3xy <í//=0. p = <p(x). 

241. (x + sen x + sen y)dx + cos y dy = 0, j» = <p (jc). 

242. (2xy 2 — 3¡f 3 ) dx + (7 — 3 xy*) dy — 0, |i — q> (»). 

243. (3¡/ ¡ — x) dx + (2j 5 — 6x¡t) dy^O, |i = ip(x + y 2 ). 


§ 9. ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN NO 
RESUELTAS 
CON RESPECTO 
A LA DERIVADA 


I. ECUACION DE PRIMER ORDEN 
Y DE GRADO n CON RESPECTO A <f. 

(yf + M*. y){yr~ , + ••• 

... +p„.|(x, y)y‘ + p n {x, y) = 0. (1) 
Resolvemos esta ecuación con respecto a y'. Sean 

y' = M*. y). i/ = f¡(x. y) .y'=/*(*, y)(*<n) (2) 

las soluciones reales de ia ecuación (1). 
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El conjunto de las integrales 

«K, (.*, y, C) = 0, O», (x, y, C) = 0.©* <x, y '. C) = 0. (3) 

donde ©<(*, y. C)=0 es la integral de la ecuación 
y' =- ¡,(x, y) (i = /, ..., *). representa la integral general 
de la ecuación (1). 

Por lo tanto, por cada punto del dominio en que y" 
toma valores reales, pasan cfc» curvas integrales. 

Ejemplo. Resolver la ecuación 

yy’’ + (x - y)y' - x <= 0. 

Solución. Despejando y', tenemos 

y 2 y 

o bien, y' = , I. y'— — — de donde 

y~=x + C. y , + x‘ = C 1 . 

Integrar las siguientes ecuaciones: 

244. y’’ - (2x + y)y’ + + xy) = 0. 

245. xy' 1 +2xy’ - y = 0. 

246. 4 y'’ — 9* = 0. 

247. i/’ - 2 y y' — tf (e‘ - 1). 

248. x*y / ’ + 3xyy’ + 2y’ = 0. 

249. xy’’ — 2yy' + x = 0. 

250. —2xi/'-8.r* = 0. 

251. y 1 ' + (x -j- 2) e» = 0. 

252. y'’ - yi/' —x*y’ + xhj = 0. 

2. ECUACIONES DE I.A FORMA / (p. tí) — 0 y f (*. o') - 0. 

Si en estas ecuaciones se puede despejar y', resultan 
ecuaciones con variables separables. 

Por consiguiente, son de interés los demás casos, 
a) En la ecuación í(ij. y')= 0 se puede despejar y: 
y = y(y'l 

Hacemos y' = p Entonces, y = tp(p). 
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Diferenciando esfa ecuación y sustituyendo dy por pdx, 
obtenemos 

pdx=r-ip' (p) dp, 

de donde 

= y x= ¡ 2-^L d p + C. 

Obtenernos la solución general de la ecuación en forma 
paramétrica 

x = 

y = 

Ejemplo. = + b ( a - b, son constantes). 

Solución. Hacemos -j^ = p y, por lo tanto, y = 
— ap 1 + bp *. 

dy = 2apdp + 3bp’’dp, o bien, pdx — 2ap dp + 3óp* dp. 

De aquí que dx — 2 odp + 3bp dp, y, x = 2ap + -| 6p' + C. 
La solución general es 

x = 2ap + íbp‘+C 
y = a¡f + bp* 

b) En la ecuación ¡(y, ;/') = 0 no puede despejarse ni 
y ni y’ (o se despejan con dificultad), pero estas últimas 
pueden expresarse en forma paraméírica mediante algún 
parámetro I: 

y = <f[l), b = $(t) = 

Entonces, dy = pdx = <f (/) dx. 

Por otra parte, dy = tp'(l)dt. de modo que <b (I) dx = 
= <P' M di y dx = dt. 

De donde 


■dp + C 


f(p) 


(I) 
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Por consiguiente, obtenemos la solución.general de 
la ecuación diferencial dada en forma paramétrica 

y=v{i) 

Ejemplo, y' 1 ' + ( y = 1. 

Solución. Hacemos 

y = co!?t. p' = p = scn’/, 

du — 3cos* i sen / di 0 cos J t ,, 

dx ~p =i -= 

De donde 

W( 3 -^) d '“ 3 ' +3c,g ' +c - 

La solución general es 

x — 3t + 3ctgt+ C 1 
y — eos 1 1 I ‘ 

c) Ecuación de la ¡(x,y') = 0. Supongamos que en 
esta ecuación se puede despejar .v: x = <r(!/')• Haciendo 
¡l'aip, obtenemos 

dx = f' (p) dp 

Pero dx — ^ v, por consiguiente. -j- = q'fp) dp, de 
modo que 

dy=py'(p)dp, y. y= j pq'lp)dp + C. 

Por lo tanto, tenemos la solución general de la ecuación 
en lorma paramétrica (p es un parámetro): 

x = q>(p) 

y= f <r'(pípdp + C 

Observación. En las ecuaciones (I) y (3) no se puedo 
considerar p como la derivada, sino como un parámetro. 

Ejemplo, a + b J = x. 
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Solución. 


-j*- = p, x = ap + bp 1 , dx = a dp + 2 bp dp , 
dy = pdx = apdp + ibp 1 dp, 

« = j p' + -jbp‘ + C. 

Asi, pues, 

x — ap + bp 1 

y = + — 6p»-t-C [ es la soluc '“ n general. 

Por analogía con el caso b). se puede probar resolver 
la ecuación y ')=0 inlroduciendo un parámetro I. 
Integrar las siguientes ecuaciones: 

253. y = y'V. 

254. y'—e^. 

255. t = In y' + sen y'. 

256. x = y'" — 2y' + 2. 

257. y = y' In y'. 

258. y = are sen y 7 + In (l + y' 1 ). 

259. y = (y' — V)f. 

I 

260. yfx — e*. 

261. *(l +y' I )= t. 

3 

262. t(l+/) T = a. 

* í 3 

263. y*+t/* = a*. 

264. y«-y , ‘-yy ,, -=0. 

265. Jc = y' + seny'. 

266. y = y'(l + y'eos y'). 
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3. ECUACIONES DE LAGRANGE Y CI.AIRAUT 

a) La ecuación de Lagrange tiene la forma: 

y=x<t {y 1 ) + *(/). 

Haciendo y' = p, diferenciando y sustituyendo dy por 
pdx, reducimos esta ecuación a otra que considerada 
en x cumo función de p es lineal. Resolviendo esta última 
x = r(p, C), obtenemos la solución general de la ecuación 
inicial en forma paramétrlca: 
x = r (p, C) 1 

C><p(,)+♦(,)/<'”» U " paráme,r °>- 

Además, la ecuación de Lagrange puede tener solucio¬ 
nes singulares (véase § II) de la forma y = if(c)x -|- 
+ i|i(c), donde c es una raía de la ecuación c = <p(c). 

Ejemplo. Integrar ia ecuación 

y = 2xy' + \ny'. 


Solución. Hacemos y 1 = p. Entonces. y = 2xp + 
+ I» P• 

Diferenciando, hallamos 

p dx =» 2p dx + 2x dp + ~. 

de donde 



_l_ 
p ' 


o bien, 



Hemos obtenido una ecuación de I" orden, que respecto 
de x es lineal. Resolviéndola hallamos 



Poniendo el valor hallado de * en la expresión de y, 
resulta • 

1 

,, = lnp + i£—2 | 


S-442 
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b) La ecuación de Clairanl es de la forma 
y = xy' + *{y’). 

El método de resolución es el mismo que para la ecua¬ 
ción de Lagrange. La solución general de la ecuación de 
Clairaul tiene la forma 

jr = Cx+*(C). 

La ecuación de Clairaut puede tener también una solu¬ 
ción singular, que se obtiene eliminando p entre las ecua¬ 
ciones 

y= xp + <( (p), x + q>' (p) =. 0 . 

Ejemplo. Integrar la ecuación 

y = xy' + -¿f (a = const). 

Solución. Haciendo / = p, obtenemos 


Diferenciando esta última 
ecuación y sustituyendo dy por 
pdx. hallamos pdx = pdx + 

+ xdp — -~¡dp, de donde 

“p[ x -Tp r)“°- 

Examinemos los dos facto¬ 
res del primer miembro de la 
última ecuación. 

Igualando a cero el primer factor, tenemos 
dp = 0, 

de donde p = C, y la solución general de la ecuación ini¬ 
cial es 

y=cx + -g r . 

Este es un haz monoparamélrico de rectas. 

6b 




Igualando a cero el segundo factor tendremos: 



Eliminando p entre esta ecuación y la ecuación y = 
a xp + gj. resulta y ? = 2ax. Esta también es una solución 
de la ecuación considerada (solución singular). 

Desde el punto de vista geométrico la curva y 1 = 2 ax 
es la envolvente del haz de rectas determinado por la so¬ 
lución general (fig. 12 ). 

Integrar las siguientes ecuaciones: 


267. 2 y = xy' + y' In y’. 

268. y = 2xy' + Ing'. 

269. y=*x{\ +/) + #'*. 

270. y =» 2xy' + sen y’ . 

271. y — xy'’ — y. 

272. y-f xy' + eV. 

273. y = xy' + yr. 

274. y-xy'+y' 1 . 

275. xy’’ - yy' - y' + 1=0. 

276. yr=xy' + a K i + ■/. 

2n -y-^ + vñr- 


279. Hallar la curva cuya tangente forma con los ejes 
coordenados un triángulo de área constante S = 2a 3 . 

280. Hallar la curva para la cual el segmento de la 
tangente comprendido entre los ejes coordenados tiene una 
longitud constante o. 

5- 
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§ 10. COMPOSICION 

DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE LAS FAMILIAS 
DE CURVAS. PROBLEMAS 
DE TRAYECTORIAS 


I. Composición de las ecuaciones diferenciales de las 
familias de curvas. 

Sea dada la ecuación de una familia monoparamétrica 
de curvas planas 

<p(x, a) (a es un parámetro). (1) 

Derivando (I) respecto de x, hallamos 

»'-<(*, a). ( 2 ) 

Eliminando el parámetro “a" entre (I) y (2), obtenemos 
la ecuación diferencial 

F(x. y, y') = 0. (3) 

que expresa una propiedad común de todas las curvas de 
la familia (I). 

La ecuación (3) es la ecuación diferencial buscada de 
la familia (I). 

Si una familia monoparamétrica de curvas se determi¬ 
na por la ecuación 

<P(*. y, a) = 0, (4) 

se obtiene la ecuación diferencial eliminando el parámetro 
"a" entre las ecuaciones 

<»(*, y, q) = 0 | 

Supongamos ahora que se da la relación 

d>(x, y, a„ . .<J„) = 0, (6) 
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donde a t , a¡ . a n son parámetros. Derivando (6) res¬ 

pecto de x, n veces, y eliminando los parámetros a¡, a¡, ... 
..., a„ entre (6) y ias ecuaciones obtenidas, obtenemos 
una relación de la forma 

F{x, y, y', y" .y'">) = 0. (7) 

Esta es la ecuación diferencial de la familia n-para- 
métrica de curvas (6) dada, en el sentido de que (61 es la 
integral general de la ecuación (7). 

2. Problemas de trayectorias. 

Sea dada una familia de curvas planas: 

<D(x, y. a) = 0, (I) 

dependiente de un parámelro a. 

La curva que en cada uno de sus puntos forma un 
ángulo constante a con la curva de la familia (I) que 
pasa por el mismo punto, se llama trayectoria isogonal de 
la familia. En particular, si a = . se tiene una trayectoria 

ortogonal. 

Suponiendo dada la familia (I) buscaremos sus trayec¬ 
torias isogonales. 

a) Trayectorias ortogonales. 

Se forma la ecuación diferencial de la familia de cur¬ 
vas dada (véase el p. 1): 

F(x, y, y’) = 0. (2) 

La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales 
tiene la forma: 

F(x, y. -y)“0. (3) 

La integral general de esta ecuación 

©,<*. y.C) = 0 (4) 


proporciona la familia de trayectorias ortogonales. 

Supongamos que la familia de curvas planas se da por 
una ecuación en coordenadas polares 

<D(p. f. n) = 0, (5) 


donde a es un parámetro. Eliminando el parámetro a entre 
(5) y ^- = 0, obtenemos la ecuación diferencial de la 


G9 



familia (5): F( p. <p, p')= 0. Sustituyendo en esta p'por — 
— ■y obtenemos la ecuación diferencial de la familia de 
las trayectorias ortogonales: 

F(p. V. -£)=o. 

b) Trayectorias ¡sogonaies. 

Supongamos que las trayectorias se cortan con las 
curvas de la familia dada bajo un ángulo o, donde tg a=k. 
Se puede demostrar que la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales tiene la forma 

'(*• * twH°- 

Ejemplo I. Hallar la ecuación diferencial de la familia 
de hipérbolas 



Solución. Derivando esta ecuación respecto de x, 
obtenemos 

— 2 üu' — 0, o bien. = yy’. 
Multipliquemos ambos miembros por x\ entonces 

X* . 

-?r x «y- 

Sustituyendo en la ecuación, hallamos 

I. 

Esta es la ecuación diferencial de la familia de hipérbolas. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial de la familia 
de curvas (a es un parámetro) 

Solución. Derivando respecto de * ambos miembros 
de la ecuación, se tiene 
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Poniendo la expresión obtenida de a en la ecuación de 
la familia de las curvas, obtenemos 

i—frU-rt- 

o bien. 

¡/Injr' + xfl — y') = 0. 

Esta es la ecuación diferencial buscada de la familia de 
curvas dada. 

Ejemplo 3. Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de rectas y ■= kx. 

Solución Esta consta de rectas que pasan por el 
origen de coordenadas. 

Para hallar la ecuación diferencial de la familia dada, 
derivamos respecto de x ambos miembros de la ecuación 
y = kx. Resulta. — *. Elimi¬ 
nando el parámetro k en el 
sistema de ecuaciones 

y — hx \ 

y'=k r 

obtenemos la ecuación diferen¬ 
cial de la familia: xy' = y. 

Sustituyendo en ella \f por 

-^r. resulta la ecuación di- 

y 

ferenclal de las trayectorias 
ortogonales — -y = y, o bien, 
yy’ 4 . x = 0. Esta es una ecua¬ 
ción con variables separables; 
integrándola obtenemos la ecuación de las trayeciones 
ortogonales x 2 + y 2 = C (C > 0). Las trayectorias orto¬ 
gonales son circunferencias con el centro en el origen de 
coordenadas (fig. 13). 

Ejemplo 4. Hallar la ecuación de la familia de las cur¬ 
vas que son ortogonales a la familia x 2 -f y 1 = 2 ax. 



1 1 


Solución. La familia dada de curvas representa 
una familia de circunferencias cuyos ceñiros eslán situa¬ 
dos en el eje OX y son tangentes al eje OY. 

Derivando respecto de x ambos miembros de la ecua¬ 
ción de la familia dada, 
hallamos: 

x + yy' = a. 
Eliminando el parámet¬ 
ro a entre las ecuaciones 
x* + r = 2ax 



x ! + y* = 2 ax 1 
■+ yy’-a /' 


obtenemos la ecuación 
diferencial de la fami¬ 
lia dada: 

x*- y‘ + 2xyy'-*0. 
La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es: 

x 1 — y 1 + 2xy -pr) = 0 , o bien, y’= 7 . 


Esta ecuación es homogénea. Integrándola obtenemos: 
x 2 + y 1 = Cij. Las curvas integrales son circunferencias 
cuyos centros están situados en el eje OY y son tangentes 
al eje OX (fig. 14). 

Ejemplo 5. Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de parábolas 

y = ax*. 


Solución. Formamos la ecuación diferencial de la 
familia de parábolas. Para esto, derivamos respecto de > 
ambos miembros de la ecuación dada: y’ = 2ax Elimi¬ 
nando el parámetro a, hallamos o bien, y’*= 

que representa la ecuación de la familia considerada 
Sustituyendo en esta ecuación y' por — obtenemos 
la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales 
— y = 0 • >ien - -57 = — -jp- Integrándola, hallamos 

y 1 => — o bien, -y- + y*=C, donde C > 0. La 
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familia ortogonal buscada es una familia de elipses 
(fig. 15). 

Ejemplo 6. Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de lemniscatas 

P ! = o eos 2<p. 

Solución. Tenemos 

p’ = a eos 2 <p 
pp' = — a sen 2 <p. 

Eliminando el parámetro a obtenemos la ecuación di¬ 
ferencial de la familia de curvas dada: 

p'=_p| g 2<p. 


(h 




Sustituyendo p' por — -j|r hallamos la ecuación diferen¬ 
cial de las trayectorias ortogonales 

-p^-Pt* 2 * 

De donde -^- = ctg2<p dt- Integrando, obtenemos la ecua¬ 
ción de las trayectorias ortogonales 
p’ = Csen2q>. 

Las trayectorias ortogonales de la familia de lemniscatas 
son lemniscatas cuyos ejes de simetría forman con el eje 
polar un ángulo de ±45“ (fig. 16). 
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Formar las ecuaciones diferenciales de las siguientes 
familias de curvas: 

281. ¡,=±. 

282. x--y l = ax. 


283. y = ae“. 

284. y =Cx — C — C 1 . 

285. y =,e M (ax + b). 


292. y* + 2ax = a-, a> 0. 

293. y = ax". 

a es un parámetro 

294. y = ae"‘, o = const. 

295. eos j) = ae-*. 

298. x J + lp’ = a>. 


286. y- = 2Cx + C ! . 

287. y =- ax ¡ + bx + C. 

288. y = C,x + •+- C 3 . 

289. (x-ap + (y-b) a = 1. 

290. y = C,e* + C¡e-*. 

— a sen {x + a), 
para las siguientes 

297. x* — y* *= a 8 . 

298. í‘ + j,* = a \ 

299. x* + y* =*2ay. 

300. 

301. p«=a(l +cos<p). 

302. y ¡ = 4(x— a). 


291. y 

Hallar las trayectorias ortogonales 
familias de curas: 


§ II. SOLUCIONES 
SINGULARES 


Una solución y = <|>(^r) de la ecuación diferencial 

F{x. y. y')-=Q ( 1 ) 

se llama singular, si en cada uno de sus puntos se infringe 
la propiedad de unicidad, es decir, si por cada uno de sus 
puntos (*c yo), además de esta solución, pasa también 
otra solución que tiene en el punto (x 0 , y 0 ) la misma tan¬ 
gente que la solución y = <p/x). pero que no coincide con 
esta última en ningún entorno del punto (*o, yo) arbitra¬ 
riamente pequeño. La gráfica de una solución singular se 
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llamará curva integral singular de la ecuación (1). Si la 
función F(x, y, y') y sus derivadas parciales y 
son continuas con respecto a todos los argumentos x. y, y', 
cualquier solución singular de la ecuación (I) satisface 
timbién a la ecuación: 

" ( y -o. (« 

Por consiguiente, para hallar las soluciones singulares de 
la ecuación (I) hay que eliminar / entre las ecuaciones 
(I) y (2), La ecuación que resulta al eliminar y 1 : 

♦ (*. y) — 0. (3) 

se denomina p-discriminante de la ecuación (l), y la curva 
determinada por la ecuación (3), curva p-discriminante 
(abreviado, escribiremos: CPD). 

Frecuentemente ocurre que la CPD se descompone en 
unas cuantas ramas. En este caso se debe averiguar si 
cada una de éstas por separado es solución de la ecuación 
(1), y en caso afirmativo se debe comprobar si es solución 
singular es decir, si se infringe la unicidad en cada uno 
de sus puntos. 

Se llama envolvente de una familia de curvas 

<D(x, y, C)-0 (4) 

a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a 
una de las curvas de la familia (4), siendo cada segmento 
de la misma tangente a una infinidad de curvas de la fa¬ 
milia (4).■) 

Si (4) es la integral general de la ecuación (I), la en¬ 
volvente de la familia de curvas (4), en caso de que exista, 
será una curva integral singular de esta ecuación. 

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores 
x, y, y' coinciden con los valores correspondientes de la 
curva integral que es tangente a la envolvente en el punto 
(x, y)\ por consiguiente, en cada punto de la envolvente 
los valores x. y, if satisfacen a la ecuación F(x, y, y')= 0, 
es decir, la envolvente es una curva integral. 


•) Se dice que las curvas rI y Ti son tangentes en un punto At 0 , si 
estas tienen en este punto una tangente común. 
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Por otra parte, en cada punto de la envolvente se in¬ 
fringe la unicidad, puesto que por cada punto de la misma 
pasan al menos dos curvas integrales en una misma di¬ 
rección: la envolvente y la curva integral de la familia (4) 
que es tangente a ésta en el punto considerado. En conse¬ 
cuencia, la envolvente es una curva integral singular. 

Por el curso de análisis matemático se sabe que la en¬ 
volvente forma parte de la curva C-dlscriminante (abre¬ 
viadamente CCD) determinada por el sistema de ecuacio¬ 
nes 


*P(*. y. C) = 0 
Cl -0 


(5) 


Una rama de la CCD es envolvente cuando en ella se 
cumplen las condiciones siguientes: 

I) Las derivadas parciales y existen y sus 
módulos están acotados: 



donde M y N son constantes: 

2) -37*0, o sino -^*0. (7) 

Observación I. Las condiciones 1) y 2) sola¬ 
mente son suficientes, por lo cual, pueden ser envolventes 
también las ramas de la CCD en las que no se cumple 
alguna de estas condiciones. 

Observación 2. En el caso general, el p-discrimi- 
nante contiene: 

1. A la envolvente (£). 

2. Al lugar geométrico de los puntos de contacto al 
cuadrado (C 1 ). 

3. Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de 
retroceso) (R): 

A„ = £ C?R. (8) 

El C-discriminaníe contiene: 

1. A la envolvente (£). 

2. Al lugar geométrico de los puntos anocdales al 
cuadrado 
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3. Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de 
retroceso) al cubo (R 1 ): 

A C = £A Í /P. (9) 

Entre todos los lugares geométricos solamente la envol¬ 
vente es solución (singular) de la ecuación diferencial. 
Esta figura tanto en la curva p-discriminante como en la 
curva C-discriminante a la primera potencia, circunstancia 
que facilita la averiguación de la solución singular. 

Ejemplo I. Hallar las soluciones singulares de la ecua¬ 
ción diferencial 

2 y(y' + 2 )-xy' = 0 . ( 1 ) 

Solución. La solución singular, si ésta existe, se 
determina por el sistema: 

w+2 )-*/=<n ,2) 

2y — 2xy' «= 0 J ’ 

donde la segunda ecuación ( 2 ) se ha obtenido de la ( 1 ) 
derivando con respecto a y Eliminando y' se obtiene la 
curva p-discriminante 

¡,J + 4xy = 0. (3) 


que se descompone en dos ramas: 

y = 0 (3a) 

y = -4x. (3b) 

Reemplazando nos convencemos de que estas functiones 
son soluciones de la ecuación (I). 

Para determinar si las soluciones (3a) y (3b) son sin¬ 
gulares o no, hallamos la envolvente de la familia 

Cy — (C — x*) = 0, (4) 


qUe representa la integral general de la ecuación (1). 

He aqui el sistema para la determinación de la curva 
C-discriminante 

Cy-(C-xf = OI 
y-2(C-x) = 0| 


Eliminando C entre estas ecuaciones, obtenemos: 
y 2 + 4xy = 0 
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o bien, y = O e f = — 4.r, lo cual coincide con (3a) y 
(3h) Como en las lineas (3a) y (3b) se cumplen las con¬ 
diciones (6) y (7), hacemos la conclusión de que las lincas 
y = 0 e y = - 4* son envolventes y, por lo tanlo, (3a) y 
(3b) son soluciones singulares de la ecuación dada. 

Las curvas integrales (4) son parábolas y = , 

mientras que las líneas y = 0, y = — 4x son las envol¬ 
ventes de esta familia (fig. 17). 

Ejemplo 2. 

~ 4* J . (1) 

Derivando (1) con respecto a y resulta: 

V = 0. (2) 

Eliminando y' entre (1) y (2), obtenemos: 

** = 0. (3) 

El eje de ordenadas es la curva discriminante. Esta no es 
una curva integral de la ecuación ( 1 ). pero según el es¬ 




quema (8), puede representar el lugar geométrico de los 
puntos de contacto de las curvas integrales. 

Las soluciones de la ecuación (I) son las parábolas 

y = * + C. y = -x’ + C (4) 

y las curvas diferenciables que se pueden formar con sus 
partes (fig. 18 .) 
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En la fig. 18 se observa que la recia * = 0 verdadera¬ 
mente es el lugar geométrico de los puntos de contacto de 
las curvas integrales de la ecuación ( 1 ). 


Ejemplo 3. 


4^(2-30)» = 4(1-0). 


Resulta: 


( 1 ) 

Hallemos la CPD eliminando / entre el sistema de ecua¬ 
ciones: 

0''(2-30)>-4(l-0) = O 1 
2y'(2 — 3y) 5 = 0 /' 

(2 — 3yf (I — y) = 0. 

Transformamos (I) a la forma 

y hallamos la integral general 

0*0-*)-(*-o*. 

Eliminando C entre las ecuaciones del sistema 
0* (i — 0)— (x—cy=o 1 
2(x-O-0 / 

hallamos la CCD: 

0»<l-0)-O. 

Así. pues, de (3) y (6) obtenemos: 

4 ,- 0 -V) ( 2 - 30 )». 

A, = (l-0)0>. 


( 2 ) 

(3) 


0) 


(5) 


( 6 ) 


El (actor I — y está elevado en el ^-discriminante y en el 
C-discriminante a la primera potencia y representa la en¬ 
volvente. Por lo tanto, la función y = I es una solución 
singular de la ecuación diferencial (1). Sustituyendo di¬ 
rectamente nos convencemos de que y = I satisface a la 
ecuación. 

La ecuación 2 — 3y — 0. que está elevada a la segunda 
potencia en el p-discriminante y que no figura en el C-dis¬ 
criminante. representa el tugar geométrico de los puntos 
de contacto (C®). 
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Finalmente, la ecuación y = O, que está elevada a la 
segunda potencia en el C-discriminante y que no figura 
en el /^-discriminante, representa el lugar geométrico de 
los puntos anocdales {A 2 ) (tig. 19). 

Ejemplo 4. Dada la familia de curvas Integrales 

j/»-(* + C)* = 0 (1) 

de una ecuación diferencial de primer orden, hallar una 
solución singular de la misma. 



Solución. Hallamos la curva C-discriminanle: 
! /’-(* + C)> + 0| 
-3(*+c)>-or 


( 2 ) 


Eliminando aquí C, resulta. 

V-O. (3) 

no se cumple la condición (7), 
pues, en virtud de la ecuación 
( 2 ). 

|L..-3(.r + C)« = 0. 
y en virtud de la ecuación (3), 


la recta y = 0 es el lugar geométrico de los puntos múl.- 
tiples de la familia (I) o con más precisión, de los puntos 
de retroceso (véase la fig. 20). 

Pero, a la vez, este lugar geométrico de puntos y = 0 
es también la envolvente de la familia (1), pues, en cual¬ 
quier punto (— C, 0), tanto para la recta y = 0 como 
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para la parábola semicúbica p = (í + C) ¿ , se cumple 
la Igualdad de sus coeficientes angulares y'\ x =-c = 0. 

Por consiguiente, la función y = 0 es una solución sin¬ 
gular de la ecuación diferencial y = y ', para la cual, 
la familia (I) es la integral general. 

Ejemplo 5. Hallar la solución singular, partiendo de 
la ecuación diferencial 

xg'* — 2yy’ + \x — 0 (I) 

y de su integral general 

x 2 = 2C (y — 2C). (2) 


Solución. Eliminemos C entre las ecuaciones 
2C(y-2C)-x* = 0 I 
2{y — 2C) — 4C = 0 )‘ 

Obtenemos: 

y¡ _4x’-=0. 


o bien, 


* 2 x. 


(3) 

(4) 


Ambas rectas (4) son lineas integrales de la ecuación (1), 
por lo cual las funciones y = 2x c y = — 2x son solucio¬ 
nes singulares de la ecuación (I). 

En los siguientes ejercicios hay que hallar las solucio¬ 
nes singulares, si éstas existen: 

303. (I + y' 1 ) if - 4 yy' - 4.r = 0. 

304. i/ 1 - 4y = 0. 

305. //'’ — 4 xyif + 8 y 2 = 0. 

306. //’-j/’ — O. 

307. j/' = Vp + o <Para qué valores del parámetro a 
tiene esta ecuación solución singular? 

308. (xy' + yf + 3.r> (xy' — 2 y) = 0. 

309. y(y-2x>/)--hf. 

310. 8//’ — 12//'’= 27(y — x). 

311. (y'- i) 


<•-44? 
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Mediante el C-discriminante. hallar las soluciones sin¬ 
gulares de las ecuaciones diferenciales de primer orden, 
sabiendo sus integrales generales. 

312 . y = xy'+ iA y*=Cx + CK 

313. (xy‘ + yf = y ! y'\ y(C — x)=C ! . 

314. #V*+ *•-!; <x-CJ* + jf*-l. 

316. y , ’-yy' + e , =0-. y = Cc’ + -¡r. 

316. 3xy’’—6yy’ + x + 2y = 0; x> +C(x-3jí) ■fC’-O. 

317. y = xy' + V ah/ + b\ y=Cx \f a-O + b‘. 

§ 12. DIVERSOS PROBLEMAS 

Integrar las siguientes ecuaciones: 

318. (y — y*)dx + Wxti > — x — ay*)dy — 0. 

319. y'-(x-y?+l. 

320. x sen x ■ y' + (sen x — x eos x) y = sen x eos x — x 

321. + U eos x = //'sen 2x n # I. 

322. (x 3 — 3xy s ) dx + (y 1 — 3 x’y) dy = 0. 

323. (Sxy — 4y 7 — 6x s )rfx + (y 3 — 8xy + 2.5x’) dy = 0. 

324. (3X0* — x*) dx + (3 x } y — 6y* — 1) dy = 0. 

325. (y — xy*lnx)dx + xdy=0, |i = <p (x ■ y). 

326. (2 xye* — x sen x) dx + e*’ dy = 0. 

327. 2y / + y , +-¡r = 0. 

328 - y' = -¿7=7- 

329. x* + xy’ = 3x + y'. 
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880. 4jt 3 ;/ 2 dx + (x f — 2x'y — 1) rf// = 0. 

331. xy y' — y‘ = x*. 


332. 


dx 


dy 


x 2 — xy + y' 2y ! — xy ' 
\-*x 


333. (2x — 1) i/-2y-- 

334. (jr-y + 3)dx + (3jc + y + D<Í4r=>0. 

335. y' + eos x ~^ = eos ■ 

336. i/ (3** - 2x) - y (6x - 2) + 1 &x - 4) = 

337. x//-/ —y* 4 . 

838. /^tg^ax + tj+e), é^a. ab > 0. 


0 . 


339. (l + e ^)dx + e‘> (l -j)dy = 0. !í l„, = I. 

340. (x* + i/)dx — xy dy = 0. 

341. (* — y + 2)dx + (x — y + 3)dy = 0. 

342. (xy’- + y)dx-xdy = 0. 

343. (x‘d r! /‘J r 2x)dx + 2ydy=-Q. 

344. (x-l)(y*-y + I)ííx = (¡,+ !)(«* +X+I)<fy. 

345. (x-2xy-f)y' + ,f-Q. 

346. y eos x dx + (2y — sen x) dy ■= 0. 

347. y' — [=«*+>». 

348. 2 (x > + 2x‘y - y’x) dx + (y 2 + - x<) dy = 0. 

349. ¡Py*y' = 2*/ — y, n ^ — 2 

350. (/TT^+'iy)<<í + (/T4 r ? + '>í)<íy = 0. 

¡'Uo = n - 

351. [3 (* + ¡,) + a ’|/ = 4 (* + .,) + /. 

352. ax y y'’ + (x 1 — ay* — b) y' — xy = 0, 

(la sustitución x’ = s, i/ = l). 

353. (x - y 1 ) dx + 2xy dy = 0. 
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§ 13. ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE ORDEN SUPERIOR. 
REDUCCION DEL ORDEN 
DE LA ECUACION 


Las ecuaciones diferenciales de n-éstimo orden 

tienen 

la lorma 



F{x, y, y’, y" . 


(1) 

o, despejando 



y u, =f(x. y. y', y". ■ 

... *"-«). 

(2) 


Subsiste el siguiente teorema de existencia y unicidad 
de la solución de la ecuación diferencial (2). 

Teorema. Si en la ecuación (2) la función /(x, y, y', 
y" .cumple las siguientes condiciones: 

a) es continua respecto de sus argumentos x, y, y', 

y" .en un recinto D de variación de los mismos. 

b) tiene derivadas parciales continuas —, 

áy dy’ • 

— . con res P ec, ° a ,os argumentos y, y', y", ... 

.... y»”-') en el recinto O, entonces, existe y es única la 
solución y = q>(x) de la ecuación (2) que verifique las 
condiciones 

. oí 

donde los valores x = x l¡ ,y = y 0 , y' = y'„ .ír w-,> = y\"~" 

están comprendidos en el recinto O. 

Las condiciones (3) se llaman condiciones iniciales. 

El problema que tiene por objeto hallar la solución 
y = <p(jc) de la ecuación (2) que cumple las condiciones 
iniciales (3) se denomina probiema de Cauchy. 

Para las ecuaciones de segundo orden y" = f(x, y , y'), 
las condiciones iniciales son de la forma 

üUx.= i l o- 
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donde x 0 , yo, y' a son unos números dados. En esíe caso, el 
teorema de existencia y unicidad tiene el siguiente signifi¬ 
cado geométrico: Por el punto dado AfoC*o. yo) del plano 
XOY pasa una sola curva integral que tiene una pendiente 
dada s/J. 

Se llama solución general de una ecpación diferencial 
(2) de orden n, el conjunto de todas sus soluciones deter¬ 
minadas por la fórmula y = q>(x, Ci, C 2 . C „), que 

contiene n constantes arbitrarias Ci. C 2 .C„ tales que, 

dadas las condiciones iniciales (3), existen unos valores 

C i, C, .C„ de modo que y = <p(x, Ci, C 2 .C») sea 

la solución de la ecuación (2) que cumple las condiciones 
iniciales. 

Cualquier solución, obtenida do la solución general 
para valores asignados de las constantes arbitrarias 

C,, C 2 .C„, se llama solución particular de la ecuación 

diferencial. 

Una relación de la forma 

<D<*. y. C„ C, .C„) = 0. 

que determina en forma implicita la solución general de 
la ecuación diferencial se llama integral general de la 
misma. 

Asignando a las constantes Ci, C 2 .C„ unos valores 

numéricos admisibles concretos, obtenemos una integral 
particular de la ecuación diferencial. 

La gráfica de una solución particular o de una integral 
particular se llama curva integral de la ecuación diferen¬ 
cial considerada. 

Ejemplo. Demostrar que y = Ci* C¡ es la solución 
general de la ecuación diferencial y" = 0. 

Solución. Demostremos que y = C,x + C 2 satisface 
a la ecuación dada. En efecto, tenemos / = Ci. y" = 0. 

Supongamos ahora que se dan unas condiciones inicia¬ 
les arbitrarias y — y 0 , y'\„ x , = y'o- Demostremos que 
las constantes C¡ y C 2 se pueden elegir de modo que 
y = Cix + C 2 cumpla estas condiciones. Se tiene 
? = C,x + C 2 . /-C,. 

Poniendo x = x¡>, obtenemos el sistema: 

¡to = c i*o + c * 1 

Jí-c, r 
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del que unívocamente se determinan C, = y¿ y C 2 = 
= -V4- Por lo tanto, la solución y = y' (x — x 0 ) + y 0 

cumple las condiciones iniciales asignadas. Geométrica¬ 
mente, esto significa que por cada punto M 0 (x„, y„) del 
plano XOY pasa una sola recta que tiene una pendiente 
dada. 

Evidentemente, una sola condición inicial, por ejemplo, 
t/L.,, = y 0 . determina un haz de rectas con centro en el 
punto Af 0 (x 0 , y„), es decir, una sola condición inicial no 
es suficiente para garantizar la existencia de solución 
única. 

Demostrar en los siguientes ejercicios que las funciones 
dadas son soluciones de las ecuaciones indicadas: 

354. y = e _ *(3cosx —2senx), y" + 2y' -f- 2y 0. 

355. y «= e 2 * (C| eos 2x + C } sen 2x), y" — 4y' + 8y q» 0. 

356. y = x (sen x — eos x), y" + y = 2 (eos x + sen x). 

357. y (C, + C,x) e- s -, y» + 6y' + 9y = 0. 

358. y = x’lnx, xy'" — 2. 

359. x = y 3 + y, y"y"' = 3 y"'. 

360. x + C = e~», y" = y' 1 . 

361. x —y + lny, yy" + y* - y 1 ' = 0. 


362. y=.C, + C } J-f df. xg* +(l — x)y'=0. 

I 

t 

363. y = C,x + Cjx J di (x > 0). 

X 

X 3 y"-(x» + x)y'+(x+l)y = 0. 

364. y = C 1 lnx + C í lnxJ 1 ^. (x > 1). 


385. 

366 . 


x’UPx-y"—xlnx.y' + (lnx+ l)y = 0. 
x = f (2 In / — l) + C, 
y=fMn/ + C, 
x = (/+l)e> + C, 
y = <V + C, 


}. y"(l+2lny0=l. 

yVIf't 2)-i. 



í/ = 1 — C| sen 2 í | 

x=-ylnr + -¿r 

368. , , . y" -2y'y" +3 = 0. 

y —~ 1 + tí 5 " 

Verificar que las funciones dadas son las soluciones 
generales de las ecuaciones correspondientes: 

369. y = C\ sen x + C 2 eos x, y" + y = 0. 

370. y = j (C,e* + Cy¡~‘). xy" + 2 y' -xy = 0. 

371. i/ = C 1 j: + C 2 lnx, x*(l — Inx) y" + xy' — i/ = 0. 

372. y — /(.v + C,) 1 + C„ y y" + / = I. 

373. x + Cj-ji’ + C,|f. l /’+6yy , ‘ = 0. 

374. x + C.— Insen(i/ + C,). y" — y'(l + y'*)- 

X 

375. y = C,x + C,x 

O 

x sen x ■ y" — x eos x ■ y' + eos x ■ y =* 0. 

Verificar que las relaciones dadas son integrales (ge¬ 
nerales o particulares) de las ecuaciones indicadas: 

a 

376. (x - C,r + (y - C = I, //''-(l+ !/'’)*• 

377. y* I + (I — xf, y'y” — I. 

378. sen [y — C¡) = e'~ c \ y" —/O+/*). 

379. C,x + C, = ln (C,y — I). yy“ = y'' + y'. 

X 

380. y ln y — x + J e 1 ' di. y (l + ln ¡,) y" + </ = 2xye'\ 

o 

REDUCCION DEL ORDEN DE LA ECUACION 

Señalemos otros tipos de ecuaciones diferenciales que 
permiten reducir el orden. 

I. ¡d»’ = Hx). 
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Después de inlegrar n veces obtenemos la solución ge¬ 
neral 

»=f ... j!M JL ^ + c, 1 0L + c, 1 ^ + ... 

... +C n -,X+C„. 

II. La ecuación no contiene la función incógnita y sus 
derivadas hasta el orden k — 1 inclusive: 

F{x, y**', y‘‘+'», .... ,/«>)*= 0. 

Se puede disminuir el orden de la ecuación haciendo la 
sustitución y«>(x) = p(x). después de lo cual la ecuación 
toma la lorma 

F(x, p, p‘ .0. 

De esta ecuación determinamos p=l(x, C,, C¡..... C„-*). 
siempre que esto sea posible, y hallamos después y de la 

ecuación »<*> — /(*. C,. C, .C„_,) integrándola A 

veces. 

III. La ecuación no contiene la variable independiente 

F(y. y', y" .*"■’> = o. 

La sustitución y' = p permite reducir el orden de la 
ecuación en una unidad. En este caso se considera p como 
una nueva (unción incógnita de y: p = p(y). Expresamos 

todas las derivadas y', y" .y"” mediante las derivadas 

con respecto a y de la nueva función incógnita 



Poniendo estas expresiones en la ecuación en lugar de 
!/. y", ■...., y<*i. resulta una ecuación diferencial de orden 
n— l. 

IV. La ecuación 

F(x, y. y". .... yv'J = 0 
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es homogénea respecto de los argumentos y. y', y", ... 
., y <“*, o sea. 

F(x, ty. Iy\ .... ly l ’") = l‘F(x, y, y', .... y<">) 

Se puede disminuir el orden de esta ecuación haciendo 
la sustitución 


donde z es una nueva función incógnita de x: z = z(x). 

V. La ecuación es tal, que al escribirla mediante dife¬ 
renciales 

F(x, y, dx, dy. d 2 y . d"y) = 0. 

resulta que F es homogénea respecto de sus argumentos 

x, y dx. dy. d 2 y . d n y, donde se supone que x y dx son 

de primer grado e y. dy. (Py. etc., de grado m. En estas 
condiciones, será de grado ni— 1 , -j^-de grado 

m — 2 . etc. 

Para reducir el orden de la ecuación se hace la susti¬ 
tución 

x = e‘. y = uC"'. 

Como resultado obtenemos una ecuación diferencial entre 
u y / que no contiene a I explícitamente, la cual permite 
reducir su orden en una unidad (caso III). 

Al resolver el problema de Cauchy para las ecuaciones 
de orden superior es convenienle determinar los valores 
de las constantes C¡ durante el mismo proceso de resolu¬ 
ción y no después de haber hallado la integral general de 
la ecuación. De este modo, resulta más rápida la resolu¬ 
ción del problema, podiendo ocurrir también que se simpli¬ 
fique considerablemente la integración, puesto que las 
constantes C, tienen ya valores numéricos concretos. 
Cuando las constantes C, son arbitrarias, la integración 
resulta más difícil y a veces suele ser imposible expresar 
la integral por funciones elementales. 

Como ejemplo, veamos el siguiente problema de 
Cauchy 

r-w ;/u='. v'u=i. 

Poniendo y' = p. obtenemos 

0 -jj£ = 2jr*. de donde p' = y* + C„ o bien 5 * = Vy'+C 1 • 



Separando las variables, hallamos 

x+C^jV+Cf-dy. 

En el segundo miembro de la última iguldad resulta una 
integral de una diferencial binomia. En este caso, m = 0, 
n — 4, p = — o sea. es un caso no integrable. 

Por consiguiente, es<a integral no se expresa en forma 
de combinación finita de funciones elementales. No obs¬ 
tante, empleando las condiciones iniciales, resulta C, = 0. 
Por lo tanto. ~ = y 2 , de donde, teniendo en cuenta las 
condiciones iniciales, hallamos finalmente y = . 

He aquí unos cuantos ejemplos de casos distintos de 
reducción del orden de la ecuación diferencial. 

Ejemplo I. Hallar la solución general de la ecuación 
y'" = sen x + eos x. 

Solución. Integrando sucesivamente la ecuación 
dada, resulta 

y" = —■ eos x + sen x 4- C„ 
y' — — sen x — eos x + C,x + C 2 . 
y — eos x — sen x -f C, + C,x + C¡. 

Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación. 



y señalar la solución que cumple las condiciones iniciales 
/Ui“'• = 

Solución. Integrando esta ecuación sucesivamente 
tres veces, hallamos 

/ = —-fln’x—Inx + C.x + Cj. (1) 

y = -fln l x + C,4 + C s x + C,. 
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Busquemos la solución que cumple las condiciones Ini¬ 
ciales dadas. Poniendo en (1) los datos iniciales, obtene¬ 
mos 

-^- + C J + C, = 0 
C,+C,= l 
-1+C, = 2 

De donde C, = 3, C, = — 2, C s = -j- La solución buscada es 

y --fin’* + §■**-2* + 

Ejemplo 3. Resolver la ecuación 

y 1+<»")*. 

Solución. La ecuación no contiene la función in¬ 
cógnita y y su derivada, por lo cual, hacemos y" = p- 
La ecuación toma ahora la forma 

Separando las variables e integrando, obtenemos 
t *+c, _ ,-(«+C.I 
P -j-• 

Sustituyendo p por y" resulta 

,'+C, _ t -u+c,> 

y" -i-• 


Integrando sucesivamente, se tiene 

jr+C, . .'I«+C,l j+C. 

V~ S -^-+C„ - 5 - 


+ Cj*+C s 


o bien 


y — sh (x 4- C|) + C¡x + Cj. 


Ejemplo 4. Resolver la ecuación 
*P V _ P lv = 0. 

Solución. La ecuación no contiene la función in¬ 
cógnita y sus derivadas hasta el tercer orden Inclusive. 
Por esto, haciendo y lv — p, resulta 


do 



De donde 


p=C,x, y N = C i x. 
Integrando sucesivamente, hallamos 

¡r=c,4+c„ 

y" ° a C,~+c,x +c* 

* / ” C ‘lí + C »T - + C* + C* 


o bien 
donde 


y = C,| i + C 2 4 + C J 4 + C«*+C 5 

y~C,x*+ C*r» + C,x> + C,x + C s , 


Ejemplo 5. Resolver la ecuación 

y” + ,/' = 2e~K. 

Solución. La ecuación no contiene la variable In¬ 
dependiente x. Haciendo y' = p. y"=p-Jj-, obtenemos 
la ecuación de Bernoulli 

P-37 + p' = 2e--. 


Con la sustitución 
lineal 


p J = z. ésta se reduce a la ecuación 
4+2z = de- 


cuya solución general es 

z = de-» + C,e-»». 
Sustituyendo z por p 1 — y*, obtenemos 
-j2- = ± /de-* + C,e-*». 


Separando las variables e integrando, resulta 
x + C 2 =±i l/de»-C,. 



De aquí que 
donde 


*» + £,=<* +Q». 

c 

L '“~- 


Esta es la integral de la ecuación dada. 

Ejemplo 6. Resolver la ecuación 
x^yy" = (y — xyf. 

Solución. La ecuación es homogénea respecto de y, 

y', y". Con la sustitución // = e $donde z es una 
nueva función incógnita de x, el orden de la ecuación 
se disminuye en una unidad. Se tiene, 

y‘ = zeí ,d ‘. y"*=(z' + z-)ef rax . 

Poniendo en la ecuación las expresiones de y, y', y", re¬ 
sulta 

x»(a' + z*)e'l““ = {e¡ ,dx - xzel' d, )\ 

Simplificamos por c 1 1 ,J ‘: 

x i (z' + z 1 ) = 0—xzY, o bien, A' + Jk=1, 

Esta ecuación es lineal. Su primer miembro se puede es¬ 
cribir en la forma 

(AT-i- 

De donde 

x 1 z = x+C„ 

o bien, 

2 = 7 + -^' 

Hallarnos la integral 

j z dx~H± + £jr)dx = \n\x \-& + I11C,. 

La solución general de la ecuación dada es 

ln|«|+£t|nc. _ -&• 

y = e * ,o bien, y = C^xe * . 

Además, la ecuación tiene la solución trivial jsO. 

Ejemplo 7. Resolver la ecuación 

x'y" = (y-xy'f. 
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Solución. Demostremos que esta ecuación es homo¬ 
génea generalizada. Suponiendo que x, y, y', y" son de 
grado 1°, m-ésimo, (m — I)-ésiino y (m — 2)-csimo, res¬ 
pectivamente, e igualando los grados de todos los tér¬ 
minos, obtenemos 

3 + (m — 2) = 2m. (*) 


de donde m = I. La resolubilidad de la ecuación (*) es 
la condición de la homogeneidad generalizada de la ecua¬ 
ción. 

Hagamos la sustitución 


Como 




■ ué. 


ÜL 

dx 




'~dT 

di 


dx_ ¿ 


du , 


-&■ 


di [di I 


d’u du 
di ■ + di 


dx 

di 


t£a. + i!L\ 

V di• di I 


después de simplificar por el factor e*' la ecuación dada 
toma la forma 

d’u . du / du \2 
di’ + di = \ di ) • 

Poniendo -^y -=p, ^F=P^' obtenemos 

p + p = p 1 . 


De donde p = 0, o bien, + I = p. 
Integrando la segunda ecuación, resulta 

P= 1 +C,e", o bien, -^y- = I +Cie”. 


La solución general de esta ecuación es 


h= In 


x‘ 

C+ C, • 
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Volviendo a las variables x e y, obtenemos la solución 
general de la ecuación dada 


¡' = * ln crrTcT- 

Nota. El caso p = 0 nos da u = C, o bien, y = Car, 
solución particular que resulta de la solución general para 

C, = e- C . Cj*=0. 

Integrar las ecuaciones: 

381. y"' = xe‘, y (0) = y' (0) = y" (0) = 0. 

382. ¡r ,v = x. 

383. y"' = x\nx. y(l) = y'(l) =.p"(l) = 0. 

384. y'" x + cosx. 

38s. !/'"~jTTW- i'( | ) = J/'(i) = y"(i)-=o. 

386. y"’ — 5y' + 6 = 0. 

387. (I + x 3 )y" + y'’+ l =0. 

388. y"‘ — 2y"y' + 3 = 0. 

389. xy" = y' In-^-. 

390. 

391. jT’ + jI- 

392. p"(l + 2 In »')=!■ 

393. X =!/"’+ 1. 

394. 4//' -f y"’ = 4xy". 

395. y" , -y’y’" = (^ r ) 7 . 

396. y"(y' + 2)e'= 1. 

397. y" = J¡- + ¿L. g(2) = 0. /(2) = 4. 

398. p" = /1 + /*. 

399. y" -- y' ln i y l,_ = 0. y' |_, = 1. 

400. 2¡ln y' = y'; y |_, — — 6e“ 2 . y' l„, = e“*. 

401. y" + y' Vy’’— 1 =0; ,U=0. /!„„=-1- 
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402. 

W=1 +»'*; H_, = ln2-I 


403. 

xy"' + y" — x— 1 = 0 . 


404. 

y'y'" — 3 y"* = 0. 


405. 

xi/’y" = </'’ • 


406. 

x'y'" + 2x 3 y" = 1. 


407. 

V\-x>y"+V l-y’’ =0. 


408. 

(*-!>/" + 2/' = i £¿. 


409. 

»V-i. 


410. 

y y" — y’’ — 1 = 0. 


411. 

3y’y“ — 2y\ y(0) = /(0)= I. 


412. 

y" a> oe*. 


413. 

^“77T- 


414. 



415. 

l+y' , = 2 j , í ,". 


416. 

¡I a »"--!. l/d)— i. /en-o. 


417. 

y"' = 3yy’; y(0) = y’(0¡= 1, / 

(0) = 1 

418. 

yy"-y'’— y‘y'. 


419. 

¡/JT-/. 


420. 

if" = e»*. !/(0) = 0. /(0)=1. 


421. 

2 ¡/i/" - 31/' 1 = 4y ! . 


422. 

//"“! + /■ 


423. 

xy' (y y" -y*)- y y’' = *V- 


424. 

x'y” = (y-x y y, y{l) = y’(\)=i. 

425. 

y" + !/’ + 2 ¡/' = 0 ; jlU = ln 2 . 

!/'l x _ 0 = — 1 

426. 

»" = /(! + ¡A 


427. 

3y" = (!+/)>. 


428. 

¡,"(1+210/)=!; íU=0, <, 

U=i- 
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429. y"(y' + 2)e/=l; f U=*-'. í'U”-'- 

430. ify"‘ - Zyy'y" + 2/ + ¿(yj," - g*) - -£■ • 

431. Hallar el tiempo que necesita un cuerpo para caer 
a la Tierra desde la altura de 400 000 km (aproximada¬ 
mente, ésta es la distancia desde la Luna hasta el centro 
de la Tierra), si la altura se mide desde el centro de la 
Tierra y el radio de la misma es 6 400 km, aproximada¬ 
mente. 

432. Hallar la ley del movimiento de un punto mate¬ 
rial de masa m que se mueve por una recta OA debido a 
la acción de una fuerza repulsiva que es inversamiente 
proporcional al cubo de la distancia del punto x = OM 
hasta el centro inmóvil O. 

433. Un cuerpo de masa m cae desde una altura con la 
velocidad v. Durante la caída, el cuerpo experimenta una 
resistencia que es proporcional al cuadrado de la veloci¬ 
dad. Hallar la ley del movimiento del cuerpo. 

434. Hallar una curva que pase por el origen de coordena¬ 
das, de modo que el área del triángulo formado por la 
tangente a la curva en uno de sus puntos, la ordenada del 
mismo punto y el eje O.V, sea proporcional al área del 
trapecio mixlilinco formado por la curva, el eje OX y la 
ordenada de este punto. 

435. Hallar la curva cuyo radio de curvatura es cons¬ 
tante. 


§ 14. ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
LINEALES DE ORDEN n 


I. INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FUNCIONES. 

DETERMINANTE DE WRONSKY (WMONSKIANO) 

Sea dado un sistema finito de n funciones yi(xr), 
r/,(x), .... y n (x), definidas en el intervalo (o, b). Se dice 
que éstas son linealmente dependientes en el intervalo 
(o. b), si existen unas constantes cu, cu.a„, no simul- 




(áne3mente iguales a cero, tales que para todos los valores 
de x de esle Intervalo se cumple la identidad: 

«iji W4oiftW+ ••• +a„y„(x) = 0. 

Si esta identidad se cumple solamente para ai = a 2 = ... 
... = a„ = 0, se dice que las funciones y, (*), i/s(.t), ... 
■ !/¡. M son linealmente independientes en el Intervalo 

(o. h). 

Ejemplo I. El sistema de funciones I, x, x 3 . x 3 es II- 
ncalmcnie independiente en el intervalo (— oo. + oo). En 
efecto, la igualdad ai• I + a:* -)- aj*’ + a,* 3 = 0 puede 
cumplirse para todos los valores de x e (— 00 , -foo) sola¬ 
mente cuando ai = a¡ = a 3 = a, = 0 Si al menos uno 
de estos números es diferente de cero, en el primer 
miembro de esta Igualdad tendremos un polinomio de gra¬ 
do no superior al tercero; éste puede convertirse en cero 
no más que para tres valores de x del intervalo conside¬ 
rado 

Ejemplo 2. El sistema de funciones e*>\ e > ’‘, e***, 
donde k,. k,. k¡ son distintos dos a dos, es Encálmenle in¬ 
dependiente en el intervalo — 00 < x < + 00 . 

Supongamos, por el contrario, que el sistema dado de 
funciones es linealmente dependiente en este intervalo. 
Entonces, 

a,e*^ + a J c*.' + a 3 e‘‘'a.O (A) 

en el Intervalo (— 00 , + 00 ), siendo distinto de cero al 
menos uno de los números ai, aj, aj; sea a¡ ¥= 0. Divi¬ 
diendo ambos miembros de la identidad (A) por «*■», re¬ 
sulta 

a, + (lj 

Derivando (I), obtenemos 

<h(>h- * 1 ) +<h(k 3 - k,) ‘ 0 . ( 2 ) 

Dividiendo ambos miembros de la identidad (2) por 
se tiene 


o, (á 2 (k 3 - k,) ««■-*■» • - 0. 


(3) 



Derivando (3), obtenemos 

<*3 <*3‘ = 0. 

lo cual es imposible, ya que as 0, por la hipótesis, 

k, */= k,. k a =*= k 2 y «<*»-*■> * =#= 0. 

La hipótesis sobre la dependencia lineal del sistema 
dado de funciones nos conduce a una contradicción. Por 
consiguiente, este sistema de funciones es linealmente in¬ 
dependiente en el intervalo (— oo, -f oo), o sea, la iden¬ 
tidad (A) se cumple solamente cuando ai = a s = a 3 = 0 

Ejemplo 3. El sistema de funciones e<“ sen par, 
e“*cospa\ donde p 0, es linealmente independiente en 
el intervalo — oo < ar < + oo. 

Determinemos unos valores ai y aj de modo que se 
cumpla la identidad 

Oie"* sen par + oje 0 * eos par = 0. (1) 

Dividiendo ambos miembros de esta identidad por e x 's«90, 
resulta 

a, sen pt -f- aj eos par a 0. (2) 

Poniendo en (2) el valor * = 0. obtenemos ®¡ = 0y, por 
consiguiente, ai sen pa- >■ 0: pero la función sen par no es 
idénticamente igual a cero, por lo cual, ai = 0. La identi¬ 
dad (2) y. por lo tanto, la identidad (I), subsisten sola¬ 
mente cuando ai = aj = 0. o sea, las funciones conside¬ 
radas son linealmente independientes en el intervalo 
— oo < ar < + oo. 

Nota. En particular, queda demostrado que las fun¬ 
ciones trigonométricas sen par, eos par, son linealmente in¬ 
dependientes. 

Ejemplo 4. Las funciones sena:, sen (ar + -j}, 
sen (a: —son linealmente dependientes en el intervalo 
(—oo, +«>). 

Demostremos que existen tales números ai, a?. a 3 , no 
todos iguales a cero, que en el intervalo — oo < ar < + oo 
tiene lugar la identidad 

a, sen x + cu sen (a: + + o 3 sen (ar — ¡= 0. (A) 
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Suponiendo que la identidad (A) está cumplida, haga¬ 
mos, por ejemplo. x = 0 , x = -^, x — ^ . Entonces, ob¬ 
tendremos el sistema homogéneo de tres ecuaciones con 
tres incógnitas ai, aj. a*: 

a, sen -g- — aj sen 5 = 0 

a 'V? + °*** n Y + o,seny = 0 (I) 

a, + a, sen —■ 4 - a, sen -y = 0 

El determinante de este sistema 

0 sen y — sen -| 

yl=- sen—sen — 

Vi 8 8 

1 sen y sen y 

es igual a cero. 

Por consiguiente, las soluciones del sistema homogéneo 
(1) no son nulas, o sea. existen tales números ai. a 2 . a 5 
uno por lo menos, de los cuales difiere de cero. 

Para bailar estos temos de números ai, a s . a s tome¬ 
mos, por ejemplo, las dos primeras ecuaciones del sistema 

(I): 

a» sen -g — aj sen j = 0 
yW- + a, sen | n + o, sen y = 0 

De la primera ecuación tenemos a¡ = o 3 ; de la segunda, 
<*i = — 2 eos • 03. 

Haciendo a 3 =l obtendremos la solución no nula 
de este sistema (I) 

d| = — 2 COSy 02=1, 03=1. 
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Demostremos ahora que para estos valores de a,, a 2 , a 3 
la identidad (A) se cumple para todos losxe 
e (—00, +00) *). Tenemos, cualquiera que sea X, 

a, sen* + Ojsení* + f) + “3sen — — 

5= — 2 eos -J sen * + 2 sen x eos j ™ 0. 

Por consiguiente, el sistema dado de funciones es lineal¬ 
mente dependiente en el intervalo — 00 < x < + 00. 

Nota. Se puede enunciar otro criterio de independen¬ 
cia lineal para el caso de dos funciones. Las funciones 
<p,( jc) y cp 2 (x) son linealmente independientes en el inter¬ 
valo (a, b) si la razón no es idénticamenle cons¬ 
tante: *‘1 s* const en este intervalo-, si ^ j¿y »const, 

las funciones serán linealmente dependientes.") 

Ejemplo 5. Las funciones tgx y ctgx son linealmente 
independientes en el intervalo 0<x<-|. puesto que la 
razón = tg J x const en este intervalo. 


Ejemplo 6. Las funciones sen 2x y sen x eos x son li¬ 
nealmente dependientes en el intervalo — 00 < x < + 00, 


puesto que la razón » -^7^ 

puntos de discontinuidad de la función 


■ 2 (en los 


razón se completa asignándole su "verdadero valor”, de 
modo que resulte una función continua). 


•) Se puede establecer la dependencia lineal de las lunciones 
sen», sen + sen (a — admlllendo que sen^x+-g-) + 

+ sen (a — =. 2 eos -j- sen x 6 sen (x + -j-) + sen (x - ) — 

— 2 eos -|- sen x —0. 

•) También se puede señalar otro criterio de dependencia lineal 
de n funciones (n > I): 

Las lunciones v,(x). y¡x .pn(x) son linealmente dependientes 

en el intervalo (a, 6). si al menos una de ellas puede expresarse en este 
intervalo como combinación lineal de las restantes. En caso contrario, 
el sistema de lunciones es linealmente independiente. (Nota del T.) 
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Averiguar si las (unciones dadas son linealmentc inde¬ 
pendientes en su campo de definición. 


436. 

4. 

x. 

437. 

1. 

2, v, x*. 

438. 

X. 

2*. x 5 . 

439. 

e> 

, ■re’. iV. 

440. 

sen x, eos x, eos 2*. 

441. 

1, 

sen x, eos 2x. 

442. 

5, 

cos ! t, sen'x. 

443. 

eos x, eos (x -f 1), cosfx — 2). 

444. 

1. 

sen 2x, (sen x — eos x) J . 

445. 

X, 

a 1 *»' (x < 0). 

448. 

lg. 

,x, Ig.x 5 (x > 0). 

447. 

1, 

a resen x. árceos x. 

448. 

5, 

arclgx, arcctgx. 

449. 

2n 

• ‘"•cg-Ér- arcc, g-^-- 



_2£ / Ül 

450. 

e 

* Je‘ dt. 

0 

451. 


1 

xj-£rf/ (xq > 0). 




Supongamos que las n funciones //,(x), p¡(x), 

• ••. 9n(*) admiten derivadas hasta el orden (« — 1). El 
delerminante 


« 7 l¡/i. Pa. y„\ = 


y \M yaW ¡/»W 
y¡W y',M • •• y',M 


M’-"W i4~"W ••• !£-"<*> 


se llama delerminante de Wronsky (o wronskiano) de 
estas funciones. Obsérvese que, por lo general, el wrons¬ 
kiano es una función de x definida en cierto intervalo. 
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Para el caso de Ires funciones, el wronskiano tiene la 
forma 

JFlW ?!<*) ftW 

w\ y> , w. *J- »¡W *íW • 

#TM »ÍW ifW 

Ejemplo 7 . Hallar el wronskiano de las funciones 
y, (x)-=e*‘*. JaW — «***. (*) = **•*• 

Solución. Se llene 

e*' e*>* e**' 

*' e *" * 2Í *" *’ eM - 
Aje*-' Aje*-* Ajer** 1 
- e'*' + *- + *‘> * (*, - A,) (Aj - A,) (A, - As). 
Ejemplo 8. Hallar el wronskiano de las lunciones 
y, (x) — sen x. y, (x) — sen (x + -j). y,(x) — sen(x - j). 

Solución. Se tiene 
W'llli. ífj. Val¬ 
sen x sen (x 4 "¡) scn — j) 

= eos x cos(x + £) cos(x —=0 , 

— sen x — sen (* + ■£) — sen (* — £) 

puesto que la primera y última filas del determinante son 
proporcionales. 

En los siguientes ejercicios se pide hallar el wronskia¬ 
no de los sistemas de funciones indicados: 

452 . I, x. 

453. X. -j. 

454 . 1 , 2 . x». 

455 . e—, xe-‘. 

456 . e', le'. e~*. 

457 . 2 , cosx, cos 2 x. 
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458. sen x, sen (x + j). 

459. árceos — , aresen — . 

n n 

460. si, aresen x, árceos*. 

461. 4, sen'*, eos2*. 

462. x, In*. 

463. i. e~. 

464. Csenx, e'cosx. 

485. C- 3 ' sen 2*. e~ ¡ ’ eos 2*. 

466. eos*, sen*. 

487. sen — xj, eos (-2 — x). 

Subsiste el siguiente teorema. 

Teorema. Si el sistema de funciones gi(x), y¡(x), ... 
.... Un(*) es linealmente dependiente en el segmento 
[o. 6], su wronskiano es idénticamente nulo en (a, 6). 

Asi. pues, el sistema de funciones sen x, sen(x + . 

sen(x — es linealmente dependiente en el intervalo 
(— + °°) y. como fácilmente se comprueba, su wrons¬ 

kiano es igual a cero (véanse los ejemplos 4 y 8). 

Este teorema solamente indica la condición necesaria 
para la dependencia lineal de un sistema de funciones. El 
reciproco no se cumple, puesto que, el wronskiano puede 
ser ñuto lambién cuando las funciones consideradas for¬ 
man en el intervalo un sistema linealmente independiente. 

Ejemplo 9. Examinemos las funciones 


0, 

si 0 <*<i 

*!<*>= / |« 

| 

(‘-4) • 

SI j <x<l. 

('-l^ 

si 0<*<i. 

*(*)- 

I 

0 

si -J < * < t. 
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Sus gráficas tienen la forma que se muestra en la 
íig. 21. 

Este sistema de funciones es linealmente independiente, 


puesto que solamente para ai 
tidad oi</i(J:)+a 2 »j(x)E23 
= 0. En efecto, conside¬ 
rándola en el segmento 
[o, yj. obtenemos ay/zfx) ee 
0 . de donde aj = 0, 
puesto que ¡is(x)qí;0; no 
obstante, en el segmento 

[t 


: aj = 0 se cumple la iden- 


j se tiene ai¡/i(x)i 



0 , de donde oí = 0 . puesto que y,(x) ¡¡e 0 en este seg- 
mento. 

Consideremos el wronskiano del sistema w\y,. y¡\. 

En el segmento Jo, -i] 


V\y<- ¡h !■ 




= 0 , 


en el segmento [i, I 


“ 7 IÜ¡1 ! 


(x-i)'0 


= 0 . 


Por lo tanto, \f\yu i/a] - 0 en el segmento (0, I], 

En los siguientes problemas se pide demostrar que las 
funciones dadas son linealmente independientes y su 
wronskiano es idénticamente nulo. Construir las gráficas 
de estas funciones. 


¡fiW—| 

X*. 

si 


i 0, 

si 

0 <x<l, 

ya (*)=| 

' 0, 

si 


l* J . 

si 

0 <x<l. 


ios 




M = { 

0. 


si 

0<x<2 

(x- 

-2F. 

si 

2<x<4, 


(X- 

-2F. 

si 

0<x<2 

»r(x) = | 

I 0. 


si 

2<x<4. 

Vi M — j 

X a . 


si - 

-2<x<0 

. 0. 


si 

0<x<l, 


: o. 


si 

-2<x<0 

Jh'W — j 

IX», 


si 

0<x<l. 


471. |r,(x)anjt*, g a (x) = x|xfc — l<x<1. 

Veamos un criterio más de dependencia lineal de un 
sistema de funciones. 

Supongamos que se considera un sistema de funciones 
y\(x), yA x ) .y»(x) dadas en el segmento [o, i], 

ft 

Hagamos ( yy,) = J y,{x)y,[x)dx (< /— 1, 2. n.) 

a 

El determinante 


r(tf„ y„ .. 

£ 

II 

(yu y.) (yo y¡> 
(y». y¡) («• y»> ■ ■ 

• (y,. y«) 

• (ys. y») 



(y..yi) (y«. y¡) 

• ty». y») 


se denomina determinante de Oram del sistema de funcio¬ 
nes (sr»(x){. 

Teorema. Para que el sistema de funciones j/i(x), 

y,(x) . y„(x) sea linealmente dependiente es necesario 

y suficiente que su determinante de Gram sea igual a 
cero. 

Ejemplo 10. Demostrar que las funciones y¡ = x, 
y¡ = 2 x son linealmente dependientes en el segmento 
[ 0 . 1 ]*). 


•) La dependencia linea de estas funciones en cualquier segmento 
es consecuencia inmediata del criterio expuesto en la nota de la pag 101 
(Véase también la nota del T. en la pég. 101. En este caso, yt ** 2y¡. 
(Nota del T.) 
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Solución Se tiene 




(fe jb)“ I *x‘dx=- 1-. 


0 


r (i/i. y 2 ) 


3 3 

2 4 

3 7 



2 . 
3 ’ 


por consiguiente, las funciones j/i (x) y y¡(x) son lineal¬ 
mente dependientes. 

472. Empleando el criterio expuesto, comprobar que las 
funciones en los ejemplos 438, 442. 444 son linealmente 
dependientes en el segmento |— n, n). 


2. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea dada la ecuación diferencial 

OoS'"” + ‘‘¡y'*'" + ••• +"níí — 0. (1) 

donde a 0 , a .a, son constantes reales. 

Consideremos la ecuación característica 

+ ... + u„ = 0. (2) 

Supongamos que Ai, A } , .... A* son las raíces de la ecua¬ 
ción (2), entre las cuales puede haber múltiples. 

Se pueden presentar los casos siguientes: 

a) Ai, A».A» son reales y distintas. 

En este caso, el sistema fundamental de soluciones de 
la ecuación (I) tiene la forma: 

eV, eV.«*-* 

y la solución general de la ecuación homogénea es 
y,-C/'’ + c je V+ ... + C„e***: 

b) las raíces de la ecuación característica son reales, 
pero algunas de ellas son múltiples. 
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Sea, por ejemplo, >.i = Xj = ... = ?•» = X, de modo 
que X es una raiz k — múltiple de la ecuación ( 2 ), mientras 
que todas las demás n — k raíces son distintas. 

En este caso, el sistema fundamental de soluciones 
tiene la forma 

«**. xe U . xV‘ .X*-'* 1 '. .«*** 

y la solución general es 

y, = C,e 1 '' + Cjxe l “ + Cjx’e 1 ' + +C*x‘“ , « l * + 

+C,+/*+'•+ ... +C/«'; 

c) algunas de las raíces de la ecuación característica 
son imaginarias. 

Para fijar ideas, supongamos que X, = a + iB.‘ X, = 
= a — íp, Xs-y + ió, X, = y p 7 * 0 . ó 7 *= Ó, y que 
las demás raíces son reales como, por la hipótesis, los 

coeficientes a, ((= 0 . I, 2 .n) de la ecuación (I) son 

reales, las raíces imaginarias de la ecuación ( 2 ) son 
conjugadas dos a dos. 

En este caso, el sistema fundamental de soluciones 
tiene la forma 

e a ‘cospx. e“senpx. í’‘cosóx, e Y ‘senóx, «V. «V.A\ 

y la solución general es 

y, = C,e“ eos px + Cje" sen px + C^' eos óx + 

+ C<e y ‘ sen óx + C,A r + ... + C„A'; 

d) si Xi = a + i p es una raíz ft — múltiple de la ecua¬ 
ción (2) (*<- 5 -). entonces. Xj = a — ip también será 
una raiz *— múltiple y el sistema fundamental de solu¬ 
ciones tendrá la forma: 

e°‘eospx, e°‘senpx, xe°'cospx, xe“‘senpx. ... 

.... x*“V u cospx, x*“'e°'sen px, .e*”‘. 

Por consiguiente, la solución general es: 

y, = C.e™ eos px + C¡e°‘ sen px + C 3 xe 01 eos px + 

+ C,xe“ sen px + ... + C a -,x*-'e“ eos px + 
q-C a x‘- l e'"se n -px + C 2 . t ,*^*- , + ... + C,/»\ 
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Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
y'" — 2y“ — 3y' *= 0 

Solución. Formamos la ecuación característica 
X a -2X } -3X = 0. 

Hallamos sus ralees: Xi = 0. X 2 = — I. X 3 = 3. Como 
éstas son reales y distintas, la solución general tiene la 
forma 

y a = C,+C¿-’+C*K 

Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 

y"' + 2y” + y' = 0- 

Solución. La ecuación característica tiene la forma 
X J + 2X , + X = 0. 

De aquí hallamos: Xi = Xj = — 1, Xa « 0. Las raíces son 
reales. Una de ellas (precisamente X == — 1) es múltiple, 
de segundo orden, por lo cual, la solución general es: 
y, “ C,«-* + Cjxe - ' + Cj. 

Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación 
?'"+■»»"+l3y'-0. 

Solución. La ecuación característica 
X* + 4X’ + 13X = 0 

tiene las siguientes raíces: 

X, = 0. X, = -2-3t, Xj = — 2 + 31. 


La solución general es: 

y, = C, + eos 3* + sen 3*. 

Ejemplo 4. Hallar la solución general de la ecuación 
j/ v - 2y lv + 2 y"' - iy" + y'-2y = Q. 


Solución. La ecuación característica 


o bien. 


X» — 2?.* + 2X 3 - 4X* + X - 2 = 0 

(x— 2 >(x J + iy=o. 
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(¡ene las siguientes raíces: X = 2 es (ina rala simple 
y X = ± / es un par de raíces imaginarias de segundo or¬ 
den La solución general es 

y, = C¡e u + (C, + C 2 x) eos * (C, + Cji) sen x. 

Ejemplo S. Resolver la ecuación 

y™ + * y'" + 8y" + 8 y' + 4y = 0. 

Solución. Formamos la ecuación caraclerística 
X< + 4X 3 + 8X 3 + 8X-j-4 = 0, o bien, (X* + 2X + 2)» = 0. 
Esta (¡ene las raíces imaginarias de segundo orden: 

X, = X ! =- 1 -í. X, = X. = — 1 -f- /, 
y, por consiguiente, la solución general tiene la forma 
y, = C,e~* eos x + C¡c~ x sen x + Cyxe-‘ eos x + C,xe~’ sen x, 
o bien, 

9, = »“* (C 1 + Cjx) eos * + e~‘ (C 3 + C,r) sen x. 

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogé¬ 
neas conociendo sus ecuaciones características. 

473. X J + 3X + 2 = 0. 

474. 2X S - 3X-5 = 0. 

475. X(X+ l)(X + 2) = 0. 

476. (X» + I)»= 0. 

477. X 3 =0. 

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogé¬ 
neas si se conocen las raíces de sus ecuaciones caracterís¬ 
ticas y escribir sus soluciones generales 

478. X, = 1, Xj = 2. 

479. X,= l, X,= l. 

480. X, = 3 — 2x, X, = 3 + 2/. 

481. X, = 1. X,= I. Xj— i. 

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogé¬ 
neas si se dan sus sistemas fundamentales de soluciones. 

482. e~‘, e*. 

483. I, e‘. 
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484. e~ u . xe~ , ‘. 

485. sen 3x, cos3x. 

486. 1, x. 

487. e*. e‘ x , e 3 -. 

488. e‘, xe*. xV. 

489. e*. xe*. e“. 

490. I. x, e*. 

491. 1, senx, cosx. 

492. e u , senx. cosx. 

493. I. e-'senx, c~‘ cosx, 

Integrar las siguientes ecuaciones: 

494. y" — jr — 0. 

495. 3y" — 2y’ — 81 / = 0. 

498. /" - 3 y" + 3 y’ - y = 0. 

!/ (0) = I. y’[ 0 ) = 2 . ,/’( 0)»3. 

497. i/" + 2/ + y =» 0. 

498. y" — 4/ + 3# -= 0. 

¡/ (0) = 6. r/'(0) = 10. 

499. I/'" + 6 / + 11 y‘ + 6 ¡/ = 0 . 

500. y"-2y'-2y = 0. 

601. j,vt + 2¡,v + s lv_o. 

502. 4 y" — 8 y' + 5¡/ =0. 

503. —8//*=0. 

504. £/' v + 4/" + 10/ + 12/ + 5y = 0. 

505. y" — 2/ + 2^ = 0. jr(0)=0. /(0)=l. 

506. y” — 2/ + 3y = 0. j/(0)=l. /(0) = 3. 

507. í/ ,v + 2ij'" + 4_i/" - 2y’ - 5y = 0. 

508. // v + 4 y" + 5 y'" - 6 y' - 4,, = 0. 

509. y'" + 2ij" — y’ — 2y = 0. 

510. y'" — 2y" + 2/ = 0. 

511. ¡/I* — ymmO. 

512. ¡l x =0. 

513. y'" — 3/ — 2y = 0. 

514. 2/"-3/' + / = 0. 
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3 ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
(O COMPLETAS! DE COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea dada la ecuación diferencial 

«oál*" + »ií w -"+ - + °«íl —f (*) (U 

de coeficientes constantes reales a^, a¡ . a„. 

La solución general de la ecuación no homogénea (I) 
(llamada también completa) es igual a la suma de la so¬ 
lución general de la ecuación homogénea correspondiente 
y de cualquier solución particular de la ecuación no homo¬ 
génea. 

La solución general de la ecuación homogénea corres¬ 
pondiente se halla según las reglas expuestas anterior¬ 
mente en el apartado 2. Por lo tanto, el problema de la in¬ 
tegración de la ecuación (I) se reduce al problema de la 
búsqueda de una solución particular y p de la ecuación no 
homogénea. En el caso general, la integración de la ecua¬ 
ción (I) puede realizarse por el método de variación de 
las constanles arbitrarias. No obstante, cuando los segun¬ 
dos miembros tienen una forma especial la solución par¬ 
ticular puede hallarse con mayor facilidad por el método 
de selección. 

Para que sea posible emplear el método de selección, 
el segundo miembro /(x) de la ecuación (1) tiene que te¬ 
ner, en el caso general, la forma: 

I (x) - [/>„ (x)cos px + Q„ (x) sen 0 x 1 . (2) 

donde P„(x) y Q m (x) son polinomios de grado n y m, res¬ 
pectivamente, En este caso, se busca una solución parti¬ 
cular y p de la ecuación (I) de la forma 

y p “ *'«“ (P. M eos Px + <?, (x) sen 0x|. (3) 

donde A— max(m. n), P»(x) y Q k {x) son polinomios en x 
de grado k. de coeficientes indeterminados, y s es el orden 
de multiplicidad de la raíz ). = a ± fp de la ecuación ca¬ 
racterística (s = 0, si a ± ip no son raíces de la ecuación 
característica). 

Si el segundo miembro /(x) representa una suma 

/(x)= 2 “(/,(*). (4) 
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donde ¡,(x) son de ¡a forma (3). en virtud del principio 
de superposición se busca una solución particular jp de 
la ecuación (I) de la forma 

/ 

y?— 2 a ¡y<p 


He aquí un cuadro sinóptico de las formas de solucio¬ 
nes particulares para distintas formas de segundos miem¬ 
bros. 


M 

Ju 

urden 

Secando miembro 
de la ecuación 
diferencial 

R * ices de la ccuacidu 
caraderlslica 

Torma de la solución 
perlIculAr, donde 
un. ni 


Pm i*’» 

1. El número 0 no es 
raíz de Is ecuación 
caraclerística 

?.<*) 

1 

2 E! número 0 es raíz 
de la ecuación carac¬ 
terística de orden s 

x‘P„M 


Pm W»" 

(a es real) 

1 . OI número a no es 
rnf* de la ecuación 
característica 

Km*” 

ti 1 

2. El número a es raíz 
de la ecuación carac- 
lerística de orden s 

x-P m <*)" 



1. Los números ±r'P no 
son raíces de la 
ecuación caracterís 
tica 

Pk (x) eos P«+ 
+Q» U> sen p* 

tu 

oj i*/ eos pxr 

+Q»Wswf> 

2. Los números ±tf> 
son ralees de la 
ecuación caracterís¬ 
tica de orden s 

z‘ (?,<*) COS p«+ 

+5« <*) son par) 




(P, (jc> eos p*+ 

+ Q»U) sen p«)e 0 ' 

IV 

co s p<+ 
+ Q,„ (4senPl| 

2. Los números a±ip 

son raíces de la 
ecuación caracterís¬ 
tica de orden s 

jr*(P, (i)cosPz+ 

+Q, (*) sen Pi)«“ 


S-415 
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Ejemplo I. Hallar la solución general de la ecuación 

y'"-y"+y'-y = x’ + x. 

Solución. La ecuación característica >. 3 — X a + 
+ X — I =0 tiene raíces distintas: X, = 1, á¡ = — i. 
t-3 = i, por lo cual, la solución general y, de la ecuación 
homogénea correspondiente es: 

i / 8 = C.e‘ -+- Ci eos x + C 3 sen x. 

Como el número 0 no es raiz de la ecuación caracte¬ 
rística, se debe buscar la solución particular y„ de la ecua¬ 
ción dada de la íorma 

A-** + + A¡, 

donde A¡. A¡. A¡ son, por ahora, coeficientes indetermina¬ 
dos. Para hallarlos, se sustituye la expresión de y p en la 
ecuación dada, resultando 

- A,X a + (2/1, - /!,) x + (A, - 2A, - = .r» + 

de donde 

A, = -\ 

2A, - A, =• I 
A,-2A,-A,=‘0 
Resolviendo este sistema hallamos: 

I. /!»=■ — 3, A, -I. 

Por consiguiente, la solución particular es 

y P =>-x’-Sx- 1 

y la solución general de la ecuación dada tiene la forma 
p = C l e‘ + CsCOsx + C 3 sen.>: — * a — 3*— I. 
Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 
y'" -y"= I2x ! + 6x. 

Solución. La ecuación característica X ! — X a = 0 
tiene las raíces Xi = Xj = 0, Xj = I, por lo cual, la solu¬ 
ción general de la ecuación homogénea correspondiente 
es: 


y s = C¡+ C 2 x + C^ex. 



Como el número 0 es raíz múltiple de segundo orden de la 
ecuación característica, se debe buscar una solución par¬ 
ticular de la íorma 

y„ = x 1 (4.x* + A,x + A,) = A,* + 4,^ + A,x ! . 

Sustituyendo la expresión de y¡, en ¡a ecuación dada, se 
tiene: 

- 124,x* + (24/1, - 6/1,) x + (6/1, -24,)= I2x ! + 6x, 
de donde 

— 12 / 1 ,= 12 
244,—64, = 6 
6 / 1 , - 2 / 1 , = 0 

La solución de este sistema es: 4, = — !. 4, - — S, 
4 3 = — 15. Por lo tanto, 

y f = — x 4 — 5x* — 15x J . 

La solución general de la ecuación dada es: 

J , = C,+C,x + C,e'-x<-5x>- I5x». 

Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación 
y" — 6y‘ + 9y = 25e' sen x. 

Solución, La ecuación característica X* — 6X + 
4-9 = 0 tiene las raíces X, = X, = 3; la solución gene¬ 
ral y, de la ecuación homogénea es y, = (C, + Cjxje 1 *. 
Se busca una solución particular y f de la (orma 
y„ = e' (a eos x + 6 sen x). 

Poniendo la expresión de y p en la ecuación y simplifican¬ 
do ambos miembros de ésta por e x , obtenemos 

(3a — 46) eos x + (4a + 36) sen x = 25 sen x. 

De aquí resulta 

3a — 46 = 0 1 
4a+ 36 = 25 r 

La solución de este sistema es: a = 4, 6 = 3. Por consi¬ 
guiente, 

y„ = e* (4 eos X + 3 sen x). 

ll- 
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La solución general de la ecuación dada es: 

;/ = (C, + C¡x) <* + e x (4 eos jr -f 3 sen x). 

Cuando el segundo miembro /(x) contiene las ¡unciones 
trigonométricas sen fix y eos px, resulla conveniente pasar 
a las (unciones exponenciales, como se muestra en el si¬ 
guiente ejemplo 

Supongamos que se necesita resolver la ecuación dife¬ 
rencial: 

ff" + ü = *cosx. (I) 

En este caso, >. ! + I = 0, = — i, h = /, y la solución 

general de la ecuación homogénea tiene la íorma 
U t = C, eos x + C, sen x. 

Se debe buscar una solución particular y F de la ecuación 
no homogénea de la forma 

y F =■ x [(/!,.«+ A,) eos x + (fi,x + B¡) sen x|. 

Procederemos del modo siguiente. Consideremos la ecua¬ 
ción 

z" + x=xe'‘. ( 2 ) 

Fácilmente se observa que el segundo miembro de la 
ecuación inicial es la parte real del segundo miembro de 
la ecuación (2): 

x eos x = Re (xe 1 *). 

Partiremos del principio de que, si la ecuación diferencial 
de coeficientes reales 

My]-/iM+f/,(x) 

tiene una solución y = u(x)-f- io(x), entonces, u(x) es so¬ 
lución de la ecuación L[y] = f, (x), mientras que o(x) es 
solución de la ecuación L \y] = f 2 (.v). 

Hallemos z p para la ecuación (2): 
z„ — (Ax + íi) xe“ — (Ax‘ + Ox) e‘\ 

2 % = 2/le" + 2 (2/lx + B) ¡e“ - [Ax- + Bx) e lx . 

Sustituyendo en ia ecuación (2) y simplificando ambos 
miembros por e’ x . tendremos: 

2A + 4Ax¡ -J- 2Bi = x, 
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de donde 


4 Ai = 1. 


A+ B¡ — 0, 



Por lo tanto, 

*,**(— -f -«* + 4 *)«**•=(— j* , + -j-x)(cos*+/senar)= 

xcosx + x'scnx , , xsenx — x’cosx 
“ < ' r 4 

R e*,-S5S£±££S£..,, de la ecuación (t). 


A veces este método facilita y simplifica los cálculos 
relacionados con ta búsqueda de las soluciones particu¬ 
lares. 


Ejemplo 4. 

y" + 4 y = sen 1x. 


(I) 


Consideremos la ecuación 

z" + \z <=e>“. 
sen 2x = I me 7 ", 
z„-Are 8 ", 
í" = _ «An*» + 

Sustituyendo en la ecuación (2), obtenemos 
4¡A = I. A = -j. 


( 2 ) 


2 = — 4- «"* — — -J X (eos 2x + / sen 2x) = 

** 4 1 

= -j- x sen 2 x — I eos 2x. 


[ m z„ = — eos 2x = y p de la ecuación (1). 

Determinar la forma de la solución particular de la 
ecuación diferencial lineal no homogénea, si se conocen 
las raíces de su ecuación característica y el segundo 
miembro í(x): 
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515. X, = l. Xj = 2; / (a) = ax 2 + 6 a + c. 

516. = 0, X™ = 1; / (.<) = ax- + bx + c. 

517. X, = 0. X,= 0: / (a) =a* 3 + hx + c. 

518. X, = I. X¡ = 2; f(x)=e-’(ax + b) 

519. A., = — I. X»— I; / (.v) = c— (ax + b). 

52Ó. A., = — I. X, = —1; l(x)=e~'(ax -|- b). 

521. X, = 0 , Xj = 1; / (a) = sen * + eos x. 

522. X, = — /, K¡ = l: f (a) = sen * + eos x. 

523. X, = - 2 i, X, = 2«; / (a) = /I sen 2 a + B eos 2x. 

524. X¡ = — fti, X. =» kí; í(x)^ A sen kx + Seos hx. 

525. X| = 1. X. = I; i (je) =■ e'* [A sen x + O eos a). 

526. X, — — I — /. Xj = - l+í; 

í(x)‘-e~‘(Asen x+ Bcos t). 


527. X,—Xj-Xj-l, ¡(x) = ax : + bx + c. 

528. X, =0. Xj = I. X, 2: / (xl = ax 1 + bx + c. 

529. X, = X,. = 0. X, = 1: l(x) = ax 3 + 6a + c. 

530. X, = X. = X,=-0; / (a) = ax 1 + bx + c. 

531. X| =/. X, = —/, X 3 = 1: /(a) = sen x + cosa. 


532. n) X, = — I. X 2 —I. X, = 2 

b) X, = 0. X 2 = 2. Xj = 3 

c) X,=X.. = - I. X 3 = 1 

d) X, ="Xj = Xj= — I 

e) X, = — I. Xj = Xj = I 
I) X, = X¡ = Xj = I 


I (a) = ae~‘ + be'. 


533. a) X,=0, X,= 1 

b) X, = *. Xj= 1 

c) X, = ^ = fe 

d) X,=Xj = 0. Xj= 1 

e) X, =Xj = *. Xj = I 

f) X, = ^ = X 3 = ft 
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í (a) = (ax- 4- bx + c ) e ,x , 
k ¥=0, k 1. 




534. a) X, = X,= I. V, = 2 1 

b) X, = — i. X, = i, A, = 0 

535. a) Xi = 3 — 21, >.j = 3 + 21, \ 


■a senjr+écos x. 


X 3 = X,= 0. 
b) = 3 -2¿. 
x 3 = = 3 + 2i 


f(x) = e>’(stn2x+ 
+ cns2x). 


Determinar la forma de la solución particular para 
las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homo¬ 
géneas: 

536. y" + 3#' = 3. 

637. ;/" - 7i/ =-(x- I)». 

538. y" + 3//' = e*. 

539. «" + 7/,' = a- 7 '. 

540. //" - 8¡/' + I6y = (l - x) e‘«. 

541. y" - 10//' ■+■ 25y *=e u . 

542. 4y" - 3ij‘ = ve T '. 

543. y" - //' - 2y -= e' + e-»‘. 

544. y" - Ay’ — xe u . 


545. //" -f 25// eos 5*. 

546. ;/" + y = sen x — eos x. 

547. y" + 16// = sen (4* + a). 

548. y" + Ay' -f- 8# = e u (sen 2x + eos 2*). 

549. ij” - Ay' + 8y = e-‘ (sen 2.v - eos 2x). 

550. y" + 6 y' + 13// = e~ ,x eos 2x. 

551. y" + Vy = * sen (kx + a). 

552. y" + **£/ = ft. 

553. y" +4y = sen x sen 2x. 

554. y" — Ay' = 2 eos 5 Ax. 


655. y"' + y = x. 

556. y'" + 6y" + I \y' + 6y = t. 

557. /" + »' = 2. 
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558. 

'/'■ 

+ y” = 3. 


559. 

y" 

-0-1. 


560. 

y" 1 

-//' = 2. 


561. 

y ,v 

— ¡r=3. 


562. 

» ,v 

-//"' = 4. 


563. 

// ,v 

+■ 4y'" + 4 y" 

= 1. 

564. 

y IV 

+ 2ji"' + y"—e t ‘. 

565. 

y" 1 

+ 2!í'" + v " = e-*. 

566. 

</ lv 

+ 2//"'+ /," = «-'. 

567. 

!/ lv 

+ 4»"+ 4;/ = 

sen 2 .t. 

568. 

u ,v 

+ 4//" + 4¿/ = 

eos jt. 

569. 

y ,v 

+ 4//" + 4;/ = 

x sen 2v. 

570. 

y ,v 

+ 2nV' + í.V 

= a sen (n v + a). 

571. 

V ,v 

-2nV' + «*V 

= cos(n.r + a). 

572. 

y ,v 

+ 4/" + 6í/" 

4- 4 y’ + y = sen x. 

573. 

y” 

— 4//"' + 6y* 

-4 y' + y^S. 

574. 

y ,v 

-4¡,'" + 6¡/" 

-4 y’ + y-xe’. 


Resolver las siguientes ecuaciones: 
575. y" + 2y' + y ■= — 2. 

578. sí"+ 2»' +2 = 0. 

577. y" + 9// — 9 = 0. 

578. y'" + y"- 1. 

579. 5y"' — 7y" — 3 = 0. 

580. ff lv — 6¡/'" + 6 = 0. 

581. 3i/ ,v + y'" = 2. 

582. ¡,'V _ 2sí'" + 2si" - 2y' + y = 1. 

583. y"-4y' + 4y = x*. 

584. sí" + 8sí' = 8*. 

585. y" - 2ky' + k-y = e x . <k 1). 

586. y" + 4y’ + 4y = 6e-‘*. 



587. y" 4- 4y' + 3y = 9e~ s '. 

588. 7 y" - y'= 14a;. 

589. jr + 3»' — 

590. y* + 5y' + &y=\0(\-x) e -**. 

591. ¡T + 2/+ 2# =1+jt. 

592. !/" 4 !f'4 !/■=(* 4-*’)*'• 

593. y" 4 4y' — 2y = 8 sen 2*. 

594. 4 = 4 x eos x. 

595. y" — 2my' 4 m-y = sen nx. 

596. y" 4 2y' + Sy = e~‘ sen 2x. 

597. y" 4 a 1 y — 2-cos mx 4 3 sen mx (m =/= a). 

598. y" — (/'»= e* sen x. 

599. ;/" + 2//' = •le' (sen x 4- eos x)' 

600. y" 4 4 y' 4-5¡» = lOe- 2 * eos x. 

601. y" 4- 2y' 4- 5// — e- ‘ (2x 4- sen 2x). 

602. 4 y" 4 W = x sen x. 

603. y“ — 3 y' 4 2 y = *<4. 

604. y" 4 y' — 2y = x»c u . 

605. /'-3/4 2y = (x 1 4x)<t J '. 

606. !/"' - y" \ y' - y — x 5 4 x. 

607. y ,v - 2 y'" + 2 y” - 2,/ 4 y — e*.. 

608. y" — 2y'+y = x 3 . 

609. 5t/" - 6¡/' 4 5j/ = I3e‘ ch x. 

610. y" 4 !/" — ** 4 *. 

011. ¡/V _ yiv xe' — I. 

612. 4 y = x*sen x. 

613. y" + 2y’ 4 i/= x*e-'eos x. 

614. y"' — 4y' = xe tx 4 sen x 4 x 5 . 

615. y’" — y = senx. 

618. y" 4 2</' 4 2y = e~* eos x 4 xe-*. 

617. (/ Iv — 2/' 4 y — eos x. 
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618 . y” + y = 2 sen x sen 2 x. 

619. y"+ 4y = x sen 3 1 . 

620 . y'v + 2 y"' + 2 y" + 2 / + y = .te* + ± eos x. 

621. y " + y' = eos* x + e‘ + x ! . 

822. y v + 4y'" = e* + 3 sen 2x + 1. 

623. y"' — 3i/" -J- 3 y' — y = e' eos 2x. 

624. y'” — 2y’ + 4y=>e I eos x + x ! + sen 2x. 

625. y" + y’=x*-e-‘ + e‘. 

626. y” - 2 y' -3y = 2x + e~’ - 2e 3 \ 

627. y" + 4y = e* + 4 sen 2x + 2 eos' x — 1. 

628. y” + 3y' +2y = 6 xe-' (I - e->- 

629. , V " + !/ =.eos J 2x + sen , f. 

630. y" — 4y‘ + 5 y = <?' (sen x + 2 eos x). 

631. y" — 4y' + Sy=l + eos 5 x + <•'*. 

632. jT - 2 ¡,' + 2y = c' sen’ f. 

833. y" — 3y' = I + e“ + eos x + sen x. 

634. y" — 2y' + 5p = e“ (I -2sen’x) + 10x+ I. 

635. y" — 4 y' + 4y 4x 4 - sen x + sen 2x. 

636. y" + 2y' + yt= I + 2 eos x + eos 2x — sen 2x. 

637. y" + y' + y + I = sen x + x + x’. 

638. y" + 6 y' + 9y = 9xe~>‘ + I + 9sen x. 

639. y" + 2/ + I = 3 sen 2x + eos x. 

En los siguientes problemas se necesita hallar las 
soluciones parliculares de las ecuaciones que cumplen 
las condiciones iniciales dadas: 

640. y" — 5y' + 6 y = (12x — 7) e~ z ; y (0) — y' (0) = 0. 

641. y" + 9p = 6 e 3 '; y (0) = y' (0) - 0. 

842. y" - 4 y' + 5 y = 2xV; y (0) = 2 , y' ( 0 ) = 3. 

843. y” + 6y' + 9y= lOsenx; y(0) = y'(0) = 0. 
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644. s," + í, = 2 cos*; j,(0)=l. /( 0 ) = 0. 

645. y" + 4í| = sen x; y(0) = y'(0) = 1. 

646. j"-6/ + 9y-x , -x + 3; y(0)=j. y'(0)=±. 

647. y" - 4y’ + 4y = e u ; y (0) = 2, y' (0) = 8. 

648. y" + 4y = 4 (sen 2x + eos 2x); y (n) = y’ (n) = 2,-t. 

649. y"—y‘=— 5e _x (sen x+cosx); y (0)=—4, y'(0)=5. 

650. y" — 2/ +2y = 4e' eos x; y (n) — ne*. y' (a) = e”. 

651. y’"-y' = - 2x; y( 0) = 0. /(0)=l. g"(0) = 2. 

652. y* -y= Se'- y( 0) = — I. y'(0)-0. »*(0)=i, 
y'" (0) = 0. 

653. y"’ - y = 2x; j, (0) = / (0) = 0. y" (0) = 2. 

654. ¡,<V-¡, = 8e x ; y( 0) = 0, </'(0) = 2, y" (0) = 4. 

y"' ( 0 ) = 6. 

En los siguientes problemas se necesita hallar las so- 
clones particulares de las ecuaciones que cumplen en el 
linito las condiciones dadas: 

655. y" — 4/ + 5y — sen x, y es acotada para x-» -f oo. 

656. y" + iy' + 5y = 4 eos 2x + sen 2x, y es acotada 
para x-» — oo. 

657. y" —y— 1, y es acotada para x-*oo, 

658. y" — y = — 2cosx, y es acotada para x-»oo. 

659. y" — 2y' + y = 4e -x , y-»0 para x-e+oo. 

660. y" + 4y' + 3^ = 8e x + 9. g-»3 para x->— oo. 

661. ty" — y'—5y=\, y-*—- g- para x -» oo. 

662. i/" + 4j/' + 4¡/ = 2e x (senx + 7cosx), y -*0 para 
x-> — oo. 

663. y" — 5y' + 6y = le-** (9 sen 2x + 4 eos 2x), y-*0 
para x-» + oo. 

664. y " — 4y' + 4y=¡ (9x- + 5x — 12) e~ x , y -* 0 para 
X-*+ OO. 
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4. ECUACIONES DE EULER 


Las ecuaciones de la forma 

+ ... + a,.¡xy' + a„y = 0, (12) 

donde ludas las a¡ son constantes, se ¡laman ecuaciones 
de Euler 

Mediante la sustitución de la variable independiente 


estas ecuaciuncs se reducen a ecuaciones lineales homogé¬ 
neas de coeficientes constantes: 

b^T + Vi-" + • • + + b n y (II =0. (13) 

Nota I. Las ecuaciones de la forma 
a 0 ( ax + «" yM + a, ( ax + b)"~' y'-" + ... 

... + a,.,(ax + b)y’ + a n y = 0 (14) 

también Se llaman ecuaciones de Euler y se reducen a 
ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes 
haciendo la sustitución de la variable 
ax + b = i / 4 


Nota 2, Para la ecuación (12) se pueden buscar di¬ 
rectamente soluciones particulares de la forma 

y-**. 

obteniendo para k una ecuación que coincide con la ecua¬ 
ción caracteríslica de la ecuación (13). 


Ejemplo. Hallar la solución general de la ecuación de 
Euler 

¿y" + 2a‘y' — 6y = 0. 

Primer método. Haciendo en ia ecuación la susti¬ 
tución x = e‘, se tiene: 

ÉL 

y. dl 


-_ÉL=JL = e -t ÉL 

dx di iír • 


-dl. 



' it’y _ dy \ 

, dl * dl I 
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y la ecuación loma la forma 



Las raíces de la ecuación característica son: = - 
?.s = 2. y la solución general de la última ecuación 
y =* C,e- 3 ' + C~e 7 '. Pero, como * = e 1 , resulla y 
= C¡x ~ 3 -+• C 2 X 2 , o bien. 

Segundo método. Se busca una solución de la 
ecuación dada de la forma y = x*. donde k es un número 
desconocido Se tiene 

,/ = fcx*-', y" = k(k — 1) x*-*. 

Sustituyendo en la ecuación, resulta 

x*k (k - I) x*- 2 + 2x<tx* _1 - 6x* = 0, 

o bien 

x*[*(fe- l) + 2*-6) = 0. 

Pero, como x**0, se tiene k(k — l)+ 2* — 6 = 0. 
o bien. A 2 4- * — 6 = 0 Las rafees de esta ecuación son: 
k i = — 3, ftj = 2. El sistema fundamental de soluciones 
correspondiente es: 

Ui — f 1 . >h - 

y la solución general tiene la lorina 

!/ = C,x->+C,x 2 . 

Integrar las siguentcs ecuaciones de Euler; 

865. x 2 //" +• xy‘ — y =. 0. 

666. x 2 ¡/" + 3x/ + y = 0. 

667. X 2 ;," +- 2xy' 4- 6y = 0. 

668. xy" + y' *=0. 

669. (x + 2) 2 y" + 3 (x + 2) p' — 3// = 0. 

670. (2x + l) 2 y" — 2(2x + I) y' 4- 4y = 0. 

671. xhf" - 3*y" + 3/ = 0. 

672. x 2 !/'" = 2y'. 

673. (x+ l) 2 ¡r'" - I2y' = 0. 

674. (2x + i) 2 y"' + 2 {2x + 1) y" + y’ = 0. 
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Las ecuaciones no homogéneas de Euler de la forma 
2 = x°P m (In jt), 

donde P„(u) es un polinomio de grado m. se pueden re¬ 
solver también por el método de elección del mismo modo 
que se resolvían las ecuaciones diferenciales lineales no 
homogéneas de coeficientes constantes cuyos segundos 
miembros son de la forma 

Ejemplo. Resolver la ecuación de Euler 
*V - xij' + 2y = x In x. 

Solución. La ecuación caracteristica k(k-])—k-i- 
+ 2 = 0 , o bien — 2 * + 2 = 0. tiene las ralees k, = 
— ' — ‘■*3=1+ i. Por consiguiente, la solución general 
de la ecuación homogénea correspondiente es: 

y t = x (C, eos In x + C, sen In x). 

Buscamos una solución particular de la forma u„ = 
= x(A In x + 8) Se tiene, 

S^—Alnx + B + A. jr;' = 4- 

Sustituyendo en la ecuación dada, resulta 

Ax - x(A In x + A + 8) + 2x (A In * + fl) = x In x, 

o bien. 

/Ixlnx + flx = xlnx. de donde A = 1, 8 = 0. Asi, pues, 

!/ e = xlnx. 

La solución general es 

!/ = x (C¡ eos In x + C, sen In x) + x In x. 

Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas de 
Euler: 

675. x , y" + xy' + y = x (6 — In x). 

676. xhf — xy‘ + y = 2x. 
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677. x'y" - xtf — 3i/= — 


678. X 3 !/"- 2xy' + 2y = x?-2x + 2. 

679. xV' + xy' - y = x™, \m\*£ I. 

680. xV' + 4xj/' -f 2¡/ = 2ln ! x + 12 x. 


S. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
DE COEFICIENTES VARIABLES 

Si se conoce una solución particular p,(x) de la ecua¬ 
ción 

if"" + P. (x)y<-"+ ... +p.(x)jr = 0, (l) 

se puede rebajar el orden de esta última en una unidad 
(sin que deje de ser lineal) haciendo y = y ,z, donde z es 
una nueva función incógnita, y poniendo después z' = ¡c 
|se puede hacer directamente la sustitución u = (-^-) , J. 

Conociendo k soluciones particulares de la ecuación 
(I), Imealmente independientes, se puede rebajar el orden 
de la ecuación en k unidades. 

La solución general de la ecuación 

V'-' + P, (x)y 1 —"+ ... +P.WS-/W (2) 

se expresa como una suma de una de sus soluciones par¬ 
ticulares y de la solución general de la ecuación homogé¬ 
nea correspondiente (I). 

Si se conoce un sistema fundamental de ia ecuación 
homogénea correspondiente (1), la solución general de la 
ecuación no homogénea. (2) se puede hallar mediante 
cuadraturas por el método de variación de las constantes. 
La solución general de la ecuación (I) tiene la forma 

!/ = C,yi 4- C,y¡ + ... -fC„ír„, (3) 

donde C,. Cj.C„ son constantes arbitrarias. 

Buscaremos una solución de la ecuación (2) de la 
forma 

y = C,{x)y, + C,(x)y. + ... + C„ (x) y„, (4) 

donde C,(x), C»(x). .... C„(x) son, por ahora, unas fun¬ 
ciones incógnitas de x. 
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Para determinarlas, obtenemos el siguiente sistema: 

!/, c, + yf',+ — + y„ c 'n = 0 

»W + lK+ — +lK-o w 

¡r"c;+sr ,, ^+ ••• +£-•«:■=/« 

Resolviendo este sistema con respecto a C{ (je) (1 — 1 , 
2, .. . n), resulta 

^ = íiW (¿=I,2.n). 

De aquí hallamos 

Ci (x) = J <p, (x)rfx + C,</ == 1.2. n). (6) 

Sustituyendo en (4) C,(x) por la expresión obtcnidp, hal¬ 
lamos la solución general de la ecuación (2). 

Para la ecuación de segundo orden 

y" + P, Mu' + P,M y = /(*), 

el sistema (5) tendrá la lorma 


ifí+ifí- o. 

y'fí + yft-Hx) 

Despejando en (5') C\yCi, obtenemos 


}• 


(5') 




<£) 


ñT 


y,l (a) 


de donde hallamos 

donde C, y C, son las constantes de integración. 
Observación Para la ecuación 


®oM y" + o. (*) </ + aA*) y =1 (<), 


donde n 0 (x) # I, ^(x) s* 0, el sistema (ó”) tiene la lorma 


y,c,+yfi =o 
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Ejemplo 1 . Hallar la solución general de la ecuación 
xy" + 2 y' + xy = 0, sabiendo que y, = - t * es una solu¬ 
ción particular. 

Solución. Hacemos y = • a. donde a es una 

nueva función incógnita de x. Se tiene 

y' = '/,z + y,z'. y" = y'!z + 2y',z' + y,z". 
Sustituyendo en la ecuación dada, resulta 

( xy “ + 2 y\ + xy x ) z + x,j,z" + 2 (xy[ + ír,)a' <=0. 

Pero, como y, — ’ es una solución particular de la 

ecuación dada, se tiene xy" + 2y\ + xy, = O, por lo cual, 
xy,z" + 2[xy- ¡ +y ¡ )z' = 0. ( 1 ) 


Mas, y', = ^ ^, y por consiguiente, xy\ + y ,=cos x. 

La ecuación (1) toma la forma 

a" sen x + 2a' eos x = 0. 

Escribamos la ecuación en la forma 


De aquí, se tiene 

(In | a' | + 2 In | sen x |)' = 0, 

de donde Inl z' 1 + 2ln| senx | = lnC„ o bien, a'sen J x — C,. 
Integrando esta ecuación, hallamos 

* = — C, ctg x + Cj, 

y, por consiguiente, la solución general de la ecuación 
dada es: 

o bien, 

eos x , « sen x p. v 

</ = C —J- + Cj —— (C, = — C,). 
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Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 

y“ + ^‘/+y=j. Ic * 0). 

Solución La solución general de la ecuación homo* 
génea correspondiente tiene la forma (véase el ejemplo I): 

Poi consiguiente, el sistema fundamental de soluciones es: 


'J i ■ 


i/2 = 


Busquemos la solución general de la ecuación dada por 
el método de variación de las constantes arbitrarias: 


y 


= C, <*) 




donde C|(í(. Cj( x) son. por ahora, funciones incógnitas 
de jr a determinar. Con este fin. formamos el siguiente 
sistema: 

CÍW~£ + C(jr)«i-0. 

c ;( X ) *«»*¿** x + cí(x) - , i<n ’r 101 ' = 1 ' 

De aquí hallamos: 

C( (x) — eos a*. C5(.t) = — sen *. 

Integrando, obtenemos: 

C|(x) — sen.r + C,. C, (x) eos .t + C 8 . 

y poniéndolos en la expresión de y. resulta la solución 
general de la ecuación dada: 


V 


/i sen z . x eos z 
—— + C, — 



Ejemplo 3. Resolver la ecuación y" -f y = ——. 

Solución. La ecuación homogénea correspondiente 
es: v" + y — 0. Su ecuación característica X 3 + I = 0 
tiene las raíces imaginarias Xi = — f, Xa = i y la solución 
general de la ecuación homogénea tiene ia forma: 
y a = C, eos x -j- C¡ sen x. 
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Buscamos ¡a solución general de la ecuación inicial en la 
forma: 

y = C| (arfeos * + Cj(x) sen x, II) 

donde C|(x) y C a (x) son funciones incógnitas de x. Para 
hallarlas, formamos el sistema: 

eos x ■ C'i (x) + sen * - Cí = 0 
— senx-CÍ(x) + cosx-C{(x) = -jjj^ j 

Resolvemos este sistema con respecto a C¡(x) y C',(r): 

Cí(x) = -tgx; Cífa:)-l. 

Integrando, hallamos: 

C, (x) =*- ln| eos x | + C.(x)=x + C,. 

Poniendo en (I) las expresiones de C,(x> y C s (x). ob¬ 
tenemos la solución general de la ecuación dada: 

í/ = C|Cosx + C a setix + cosx • Inlcosx l+ xsen x. 

Aqui. cosx-ln|co$x|+xsen x es una solución parti¬ 
cular de la ecuación no homogénea inicial. 

Integrar las siguientes ecuaciones {y t c </ a son solucio¬ 
nes particulares de la ecuación homogénea): 

681 . xV" — 3xV + 6xi/' - 6y ■= 0; ij, = x, y, — x*. 

682. (X a — l)y" = 6</; y¡ es un polinomio. 

683. (2x + !)//" + (4x - 2) / - 8y - 0; y, = 

684. (x a — x)y" + (2x — 3)/ — 2y=>0; y, es una frac¬ 
ción racional en cuyo denominador figuran factores linea- 
es (los divisores del coeficiente de y"). 

885. (3x+2x a )j/"-6(l +x)y' + 6¡/ = 6. y, es un 
polinomio. 

686. x a (ln x— \)y" — xtf + y = 0, ij, = x. 

887. y" + (lgx— 2ctgx)¡/'+2cfg a x-i/ = 0; . Vl = senx. 

688. y" + Ig x • y' + cos a x • y = 0; y, = eos (sen x). 

689. (I +x*)y" + xy'-y+ 1=0; y,=x. 

690. xy — xy’ — 3 y— 5x\ y, = -i. 


9 - 
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691. (4x ! —x) y"+ 2(2» — 1) y' —4ir = 12x*—6x. ji,=1. 

692. y" — y' + yé u = re’' — I, y, = sen e‘. 

693. y" + y' lg x — ~~ • 

694. (r+ l)V + 3(x + I)* !/'+(* + l)y = 6ln(x + 1). 

695. r (r - I) y" - (2x-t)y' + 2 y = r ! (2.t-3), </—.v 2 . 

696. Una cadena de 6 m de lungilud se desliza desde 
una mesa sin rozamiento. Si el movimiento comienza 
desde el momento en que cuelga I m de la cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadena? 

697. Hallar la ecuación del movimiento de un punto 
sabiendo que la dependencia de la aceleración del tiempo 
se expresa por la fórmula a = 1.2/. si para / = 0 la 
distancia s = 0 y para / = 5 la distancia s = 20. 

698. Un cuerpo de masa m se desliza sobre un plano 
horizontal a causa de la acción de un golpe que lia origi¬ 
nado una velocidad inicial v 0 . Sobre el cuerpo actúa la 
fuerza del rozamiento igual a — km. Hallar la distancia 
que es capaz de recorrer el cuerpo. 

699. Un punto material de masa I se mueve por 
una recia acercándose a un centro por el cual es repelido 
con una fuerza igual a k 3 x (x es la distancia del punto al 
cenlro). Para 1 = 0, x = a, -jj- = Aa. Hallar la ley del 
movimiento. 

Empleando el método de variación de las constantes, 
ntegrar las siguientes ecuaciones: 


700. y" + 4y=-^-. 

701. y" + y¡=¡ tg 2 x. 

702. y" — y = . 

703. ^-¡,' = .^1^. 

704. y" + y- 


' sen* x eos x 


705. y" + y = 


(eos 2x)7» 
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706. y'" - 2 y" - y'+ 2 y — + x ’^ 4,-6 . 

707. y" + y- 




sen' x eos* x 


708. »"-2/ + ¡, = - ? í- r . 

709. s » + 2 í( ' + 2 j/=- ? ^ 57 . 


710. y-y' = ¿“ cose*. 

711. ^ + ¡,' = - 1 . 

712. i ," + 3¡/ + 2 S =- ¡7 ^ TF 

713. + 


714. xy" - (I + 2x ! ) y' «* 4x 3 e*'. 

715. ¡T-2lg x-i/' = I. 

716. xln xy” — y'=\n*x. 

717. xsT + (2x — I)/—-4**. 

718. (x- I) jr" — xy’ + ¡/-»(x — lpff 1 ; y,-=e*. 

719. y" + if +«-’'(/ — e - ’*; y, = cose - *. 

720. (x*-x , )B*+(2x*-2x*-x)y , -!í=-íi=^; «/, 


* 


(En los problemas que siguen se indica el sistema fun¬ 
damental de soluciones y„ y 2 de la ecuación homogénea 
correspondiente). 

721. (eos x — sen x) y" 4- 2 sen x - y' — (sen x + eos x) y = 
= c* (eos x — sen ()’; y, = e'y, = sen x. 

722. xy" — y' — 4x*y = 16r’e''; r/, = e*’, y 2 = e~‘\ 

723. x(l —xlnx)y" + (l + x*ln x)y' — (x 4- 1 )y = 

= (1 — xlnx) 5 e*; y¡ =■ e*. ¡r¡ = In x. 

724. 4 (x 3 + x) ¡j" + 2 (2x + l) / - y = 2 /x ! + .v, 

y l«_t =• y' Uj = ■ y< = V~*> 

y 2 = /x + 1. 
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725. eos®* - y" — sen reos* ■ y' — y = sen x, y \ ¡=ú = 

= S'U.= 1 '- Si = secj:. ¡/¡ = tg x. 

726. sen x - y" + 2 eos x ■ y" — sen x ■ y = 2 eos 2-e, 

^=t¿7- 

727. 4x¿," + 2/ + < / =l. lim » = !; 

«-*+» 

y, = sen Vx, y¡ = eos /*■ 

728. 4í ¡ /" + 2y' + y=^Íí, lim y = 0. 

729. (l+x^jr + Sxs'—i^. lim sr = 4. 

ü'U-o. 

730. (l-x)¡r" + *!/’-!/ = (*-I)V. lim y =• 0. 
»Lo“l: ¡Ti»*.& = *'• 

731. 2^(2-ln*)»'' + r(4-ln4»'-tf=^y=^. 

lim y = 0; y, = In x, y 2 = /x. 

732. /' + 4 / “ y - ''i', lim y = 0. y’ I.__ = - i; 

*• «-■ 

• *—r- 

733. x a (lnx — \)y" — x’y’+ xy = 2\nx, lim u = 0 
y<=x, ¡(¡-Inx. 

734. (y'-2x)y” + (2-x 1 )y'-2{\-x)y-=2(x- I), 

lim y= I y, = x s , y, = e'. 

«-*+» 

6. COMPOSICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DADO 
EL SISTEMA FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES 

Examinemos un sistema de funciones 

fiW. »jW .y.W. (1) 

linealmente independiente en el segmento [o, 6], que tienen 
derivadas hasta el orden n inclusive. 
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Entonces, la ecuación 


y,M y.Jx) 

y'M) /,<*) 


•PW «PW 


• y.M »w 

• ¡¿to /(*) 


. y?>M y'-'W 


= o. 


( 2 ) 


donde y(») es una función incógnita, es una ecuación di¬ 
ferencial lineal, para la cual las (unciones yi(x), yi{x ),... 
■ y*!*) forman un sistema fundamental de soluciones. 

El coeficiente de ¡fi n) {x) en (2) es el wronskiano 
W[yi, y 2 .y„) del sistema (I). 

Los puntos en los que se anula este determinante son 
puntos singulares de la ecuación construida: en estos pun¬ 
tos se anula el coeficiente de la doñeada superior y'">( x ). 

Ejemplo I. Formar la ecuación diferencial para la 
cual las funciones y,(x)=e‘, y i (x)=e-’ forman un si¬ 
stema fundamental de soluciones 

Solución Aplicando la fórmula (2), obtenemos 


e‘ 

<f-‘ y 

11 1 y 

e' 

— e~‘ y' 

= 0, o bien, 1 —1 y' 

e' 

r* y" 

1 1 y" 


Desarrollando el determinante del primer miembro de 
(3) por los elementos de la tercera columna, se tiene: 


y"-y = o- 


Esta es la ecuación diferencial buscada. 

Ejemplo 2. Formar la ecuación diferencial, para la 
cual, las funciones 

y, W = 


forman el sistema fundamental de soluciones. 
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S oJ u c i ó n. 'Formemos la ecuación (2): 


o bien, 


e“ e~* 

2xe’’ — 2xe—' 

(2 + 4j?)e* (4x’—2) e~‘‘ 



I I y 

2x - 2x y' 
2 + 4* ! 4x* — 2 y" 



Desarrollando este último determinante por los elementos 
de la 3* columna, tendremos: 

xy"-y'-4x'y = 0. (4) 


En este ejemplo, el wronskiano W[y,. y¡¡ = — 4* se anula 
para x = 0 Sin embargo, esto no contradice a la teoría 
general, según la cual, el wronskiano del sistema funda¬ 
mental de soluciones de la ecuación diferencial lineal ho¬ 
mogénea 

9*" + P , (x) 1/"-“+ ... +p„ (x) y - 0, (5) 


cuyos coeficientes son funciones continuas en el segmento 
[a, 6|. no se anula en ningún punto x del segmento |a, b|. 
Escribiendo la ecuación (4) en la forma 


y"—jy'~*x=y-0, 


( 6 ) 


observamos que el coeficiente de y' es una [unción discon¬ 
tinua en el punto x = 0 , de modo que en este punto ya no 
se cumple la condición de que los coeficientes de la ecua¬ 
ción (6) sean funciones continuas. 

Formar las ecuaciones.diferenciales, para las cuales los 
sistemas dados de funciones forman los sistemas funda¬ 
mentales de soluciones: 

735. ;/,(*)= 1, ¡lj (.»)■=*, y, (x) — r 2 . 

738. y, (*) = sh *, y¡ (») = ch x. 

737. ¡|,(*)=*, kM-l*. 

738. y, (x) = sen .**, y, (x) = eos x ! . 

i* 

739. y,W = x, y,{x) = e 1 . 

136 



§ 15. METODO -.DE ISOCLINAS 
PARA LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN 


El método de isoclinas (véase el § 2) se emplea tam¬ 
bién para la resolución de algunas ecuaciones de segundo 
orden. Tales son las ecuaciones que se pueden reducir a 
las de piimer orden, por ejemplo, las ecuaciones de la 
lorma 

# + o- "> 

Introduzcamos una nueva variable o “ -¡jj Entonces, 
= v -jj- y la ecuación (1) loma la forma 

dv _ / (e. <> /oí 

tlx v 

Esta es una ecuación de primer orden en la que x es la 
variable independiente. Para su solución se puede aplicar 
el método de isoclinas. 

Interpretaremos la variable x como el desplazamiento 
de un punto del sistema y como su velocidad. 

El plano de las variables x, v se llama plano fásico. 
Por consiguiente, la ecuación (2) determina la velocidad 
como función del desplazamiento. 

Construyendo el campo de las isoclinas para la ecua¬ 
ción (2) se puede trazar la curva integral una vez dado el 
punto inicial (**. u 0 ). Esta representación gráfica de la 
velocidad v como función del desplazamiento x: u = o)*), 
se llama cuadro iásico. Las curvas del plano x. o que re¬ 
presentan esta dependencia funcional se denominan 
trayectorias fásicas. Los valores instantáneos de x y v son 
coordenadas del punto de la trayectoria fásica. Este último 
se denomina punto representativo. Con el tiempo, el punto 
representativo se desplaza por la trayectoria fásica. Ob¬ 
sérvese que la velocidad positiva suscita con el tiempo un 
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aumento del desplazamiento. En efecto, en virtud de la 
susiltución o = ■—, para o > 0 , se tiene -jjr > 0 , lo cual 
significa que al aumentar / también aumenta x. Por lo 
tanto, en la mitad superior del plano fásico, en donde 
o > 0 , el punto representativo tiene que moverse de iz¬ 
quierda a derecha, mientras que en la mitad interior del 
plano, en donde v < 0, de derecha a izquierda. Por con¬ 
siguiente. el movimiento por la trayectoria fásica se efec¬ 
túa en dirección de las agujas del reloj. 

Ejemplo I. Construir la trayectoria en el plano fásico 
para la ecuación 

~r+x = Q. (3) 

Solución. Hacemos -^- = p, La ecuación (3) toma 
la forma 

«■37 + í-O. o bien. = ( 4 ) 

Las ecuaciones de las isodinas para (4). son; 



Trazando las Isoclinas, correspondientes a distintos valo¬ 
res de k, hallamos que las trayectorias fásicas son circun¬ 
ferencias con centro en el punto ( 0 , 0 ) (fig. 22 ). 

Obsérvese, que las trayectorias fásicas cerradas corres¬ 
ponden a los movimientos periódicos. Fácilmente se ob¬ 
serva que, en el caso de la ecuación (3). verdaderamente 
resulta un movimiento periódico. Resolviendo (3) por los 
métodos expuestos anteriormente, hallamos: 

xfl) = C, cosí + C} sen I. 

Ejemplo 2. Trazar las trayectorias fásicas para la 
ecuución 

4 W~7T + x -°- ( 5 ) 

Solución Hacemos o = -|i. Entonces, la ecuación 
(5) toma la forma 

do o — x 



La ecuación de las isoclinas es: ” p * =• k. Las trayecto¬ 
rias fásicas tienen la (orina de espirales que se desenrollan 
(íig. 23). En el cuadro fásico se puede observar que el mo¬ 
vimiento es aperiódico, con una amplitud que crece inde¬ 
finidamente con el tiempo. 



ecuaciones diferenciales: 


740. 

d'x 

dl } 


= 0. 

741. 

d’x 

di‘ 

+ 2 4f+ 

6 x = 0. 

742. 

d>i 

17 


- x = 0. 

743. 

d’x 

di’ 


744. 

d’x 

dt- 

-*(*) 

i dJL _2x = 

+ ¿x 

745. 

d’x 

— x • exp 

c=0(expa 

746. 

dl‘ 

d’x 

~di r 

+ exp(- 

\ dt ) ' 1 

*)-'-«■ 

747. 

d’x 

dl‘ 

+ ‘(4f) 

2 -o. 
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§ 16. PROBLEMAS 
DE CONTORNO 


Para mayor simplicidad estudiaremos la ecuación de 
segundo orden 

y" + pA*)y' + pA*)y=-Q. (I) 

Se supondré que los coeficienles p,(x) y p,{x) son (uncio¬ 
nes continuas en cierto intervalo (a, 6) En este caso, toda 
solución y(r) de la ecuación (I) quedará determinada en 
todo este intervalo. A continuación, en lugar de la ecua¬ 
ción (I) consideraremos la ecuación 

(pMí'T — *Wí-0. p(x) > 0. (2) 

Las ecuaciones (I) y (2) pueden transformarse una en la 
otra 

La solución de la ecuación diferencial (2) se determina 
completamente por las condiciones iniciales 

y'(*o) = ¡ró- 

Sin embargo, en muchos problemas de física se suelen 
buscar soluciones dadas de otro modo Por ejemplo, se 
puede plantear el problema- hallar una solución de la 
ecuación (2) que tome en los puntos a y f> unos valores 
dados y{a) ey(b). Generalmente, en tales casos, interesan 
solamente los valores de la solución para los valores de 
x de (a, b ) Como los valores ylo) e y(b) se dan en los 
extremos del intervalo, los problemas de este género se 
denominan problemas de contorno. A continuación se to¬ 
mará como básico ef intervalo (0, n) (intervalo funda¬ 
mental). con lo cual no quedará restringida la generalidad 
de los razonamientos. 
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Una forma bastante general de condiciones de contorno 
para la ecuación de segundo orden es la siguiente: 

A,y(0> + A,/(0) = -4. 

*0¡/ («) + *!»' (*) = A. 

donde h„, k a , k,, A, B son unas constantes dadas y h 0 , 
fti. ko, k, no son simultáneamente iguales a cero. 

SI A = B — 0, las condiciones de contorno se llaman 
homogéneas Por ejemplo, 

0 y (0) = y M = 0. 

2) /«oí/ (0) — y' (0), y' (n) = — h,y (n); h 0 , A, > 0. 

3) ¡/'(Oj-y'M- O. 

4) W (0) “ y (n). y'(O) = y'(n). 

Por lo general, los problemas de contorno no siempre 
tienen solución, es decir, no siempre existe una solución 
tal que en los extremos del intervalo tome los valores in¬ 
dicados Por ejemplo, el problema de contorno 

y" = o. y (0) — !/(n| — I. y'(0) + y’(n) — 0 

no tiene solución alguna. 

El problema 

y*+ *•!/ = 0. y (0) = y («) =• o (4) 

tiene solución no nula solamente para valores enteros 
de j/X. En efecto, de la solución general de la ecuación 
diferencial (4) 

y = C¡e >r ~* ‘ + C J e- , '" T * 

se deduce que pueden cumplirse las condiciones de con¬ 
torno cuando, y sólo cuando, X <=■ n 2 es el cuadrado de un 
número entero n. Las soluciones correspondientes son las 
funciones y„ = sen nx. 

Como se observa en este ejemplo, si en la ecuación (2), 
q es función del parámetro X, en ciertas condiciones, exis¬ 
ten tales valores del parámetro para los que el problema 
de contorno homogéneo para la ecuación (2) tiene solu¬ 
ción no nula Estos valores de X se llaman valores propios 
(o autovalorcs) y las soluciones correspondientes del pro¬ 
blema de contorno, funciones propias (o aulofunciones). 
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Estas últimas se determinan salvo un factor constante 
arbitrario. Asi, pues, para el problema de contorno y" + 
+ }.y = 0, i/(0) — y{ n) = 0. los números l ! , 2 ! , 3 3 , ... y 
las íunciones sen x. sen 2 .v, ... son los valores propios y 
las funciones propias, respectivamente, del problema. 

Junto con los valores propios simples, cuando a un 
valoi propio corresponde una sola función propia (salvo 
un factor constante), pueden existir valores propios múl¬ 
tiples, cuando a un valor propio ¿o le corresponden dos fun¬ 
ciones propias linealmente independientes. 

Para resolver los problemas de contorno (en el caso de 
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas) se procede 
del siguiente modo: se halla la solución general de la 
ecuación diferencial dada: 

y=‘C l y,(x) + C í y,(x) + ... + C„y n (x), 

donde ¡/,(x). y 2 (x) . y n (x) son soluciones linealmente 

Independientes. Después se exige que esta solución Ji(x) 
satisfaga a las condiciones de contorno dadas. Esto da 
lugar a un sistema lineal de ecuaciones para la determi¬ 
nación de C,, C 2 .C„. Resolviendo este sistema, en 

caso de que esto sea posible, se halla la solución del 
problema de contorno planteado. 

En este caso, si surge el problema de la determinación 
de los valores propios, la condición de existencia de solu¬ 
ción no nula del sistema, por el que se determinan 

C,, Cs.C„, es la condición que determina los valores 

propios. Generalmente, esta ecuación en ?. es trascendente, 

750. ¿Para qué valores de >. la ecuación y" + ?,!/“ 0 
tiene solución no nula que satisfaga a las condiciones: 

a) y' (0) = p' (n) = 0, 

b) y(0) =» y (n), j/'(0) = y' (n)?. 

751. ¿Para qué valores de ). el problema de contorno 

y’ + Ky = 0„ 

Íí (0) = j/(1) = 0 

posee la solución trivial y = 0 ? 

752. ¿Cuál de los problemas que siguen tiene solución? 

a) y" — y — 0. y (0) = 0. y (2n) = 1, 

b) y" + y=0, y (0) = 0 , ¿í(2b)=1 . 
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753. Resolver el problema de contorno 

s " + (X-o> J ) ! / = 0. ff(0) = nl), /(0)=ff'(0. 

Considerar los casos X — u* > 0, X — ta* = 0, X — u 2 < 0. 

754. Hallar la solución de la ecuación yy" + (y') 3 + 
+ 1=0 que pasa por los puntos (0. I) y (I, 2). 

Resolver los siguientes problemas de contorno: 


755. 

y"(x) = * 2 y<*), 

donde k 7 *= a s s*. y (0) 


y (x 0 ) = v¡. 


756. 

y"{x)=*a 7 -s-y(x), y(0 ) = o. y'(*o) = 

767. 

y" (x) — a 3 sy (x) 

= 0. 


a) ¡t(0) = 7 . 

y' W ■= o. 


b) ir'(O) = — -j-. 

V (■'o) = 0. 

758. 

y" (x) = ah’y (x) 

+ a‘gl, y (0) = y (x 0 ). 

759. 

y" (x) = X 2 y (x) 

<*■*<>) 


a) y (0) = 0, 

»<•> ={■ 


b) y'(0) = 0. 

lt(D-X- 


c) y (0) = 0. 

/(D = j. 


d) y'<0)~0. 

/O-T- 


760. u' v — x*y”0. y(0) = y"(0) = 0, y(n) = y"(n) = 0. 

761. i/ lv -XV —0. y(0) = y' (0) = 0. y(n) =• y" (n) ■= 0. 

762. y lv — Vy = 0, y (0) = y' (0) = 0, y (n) = y’ (n) = 0. 

763. y'" + ay" — a>y' - a 3 y = 0, y (0) = — 7. 
y'(0 )=l+l. ¡l(l) =0. 

764. y iv - 2y'" + 2 y" - 2y' + y = eos 2x, 
y(0)«=y(n) = ¿. y'{0)=jg. y'(n) = ^-. 

Nota. Los valores propios de los problemas estudia¬ 
dos anteriormente forman una sucesión numérica cre- 
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ciento. Si los coeficientes de la ecuación diferencial tienen 
un punto singular en ta frontera del dominio fundamental 
o si el dominio fundamental es infinito, por ejemplo, lodo 
el eje numérico, el espectro, o sea. el conjunto de los va¬ 
lores propios puede tener otra estructura En particular, 
puede haber espectros que contengan todos los números 
de algún intervalo de valores X, denominados espectros 
continuos. Por ejemplo, supongamos que se necesita re¬ 
solver la ecuación ir" + >.y = 0 para el intervalo — oo < 
< x < + oo con las "condiciones de contorno": y(x) 
tiene que estar acotada en el infinito. Está claro que. en 
este caso, cualquier número X no negativo es un valor 
propio al cual le corresponden las funciones propias 
sen V). x y eos /X y. 

Al resolver los problemas de la física matemática que 
dan lugar a problemas de determinación de los valores 

n ios. frecuentemente resultan ecuaciones diferenciales 
i forma 

|p(*)ifT-flW* + V>Wv-o W 

tales que en puntos finitos del dominio fundamental puede 
haber singularidades de la ecuación diferencial: por 
ejemplo: se anula el coeficiente p(x). Para estos puntos 
singulares, las condiciones a satisfacer aparecen del ca¬ 
rácter mismo del problema: por ejemplo: que la solución 
sea continua o acotada, o bien que sea infinita pero de or¬ 
den no superior a un orden prefijado. Estas condiciones 
desempeñan el papel de condiciones de contorno. Un 
ejemplo típico es la ecuación de Bessel 

{xy'Y-^ij+\xy = 0, (5) 

que aparece en los problemas de la física matemática. En 
este caso, p(x)m¡ x y ya no se cumple la suposición hecha 
anteriormente de que sea p(x) > 0 en todo el dominio 
fundamental 0 < x < 1, puesto que p( 0) =0. Para la 
ecuación de Bessel, x = 0 es un punto singular 

La exigencia de que la solución sea acotada en este 
punto es para la ecuación de Bessel una condición especial 
de contorno que, por ejemplo, puede expresarse asi: hallar 
ta solución de la ecuación (5) que está acotada para 
x = 0 y qüe se anula para x = l. 
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Resolver los problemas de contorno: 


765. 

xy" + y' = 0, 

ir(l) = ap'(l), y(x) está 

acotada 


para x-»0. 



766. 

xy v + 4x/" 

+ 2y" = 0. íí(l) = /(l) = 

0 . y(x) 


está acotada 

para x-»0. 


767. 

xyv + 6 *y' 

' + 6xy" = 0, ir(l) = i/'d)-=0. y(x) 


está acotada 

para x-*0. 



§ 17. INTEGRACION DE LAS 
ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
MEDIANTE SERIES 


I. Este método resulta muy usual al aplicarlo a las 
ecuaciones diferenciales lineales. Aquí lo aplicaremos para 
el caso de ecuaciones de segundo orden 

Sea dada una ecuación diferencial de segundo orden: 

í' + cWí' + íWí-O. (i) 

Supongamos que los coeficientes p(x) y p(x) se expresan 
en foima de series, dispuestas según las potencias enteras 
positivas de x, de modo que la ecuación (I) se puede 
escribir de la forma 

it"+ (<»« +«!•'+«***+ •••)»' + 

+ (A, + *,x + ó s x>+ ...)y = 0. (2) 

Busquemos la solución de esta ecuación en forma de 
una serie de potencias 


y 


llc,x*. 

A=0 


O) 


10-442 
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Poniendo en (2) la expresión de ij y sus derivadas, obte¬ 
nemos: 

2 *<* — l)c»x*- 3 + 2 a 4 x s 2 *c»x‘ _ ' + 

M) 1=1 

+ 2 O.** 2 C«x*«=0, (4) 

k-tf k—t 

Multiplicando las series de potencias, reuniendo los tér¬ 
minos semejantes e igualando a cero los coeficientes en 
distintas potencias de x del primer miembro de (4), resul¬ 
tan las ecuaciones: 

** 2 • I Cj + OcC, + V» = 0 

■«' 3 • 2 Cj + 2 ooC, + a,c, + b^c, + b,c„ = 0 

x 3 4-3c ) + 3a a Cj + 2a|Cj + a 2 c l +i u c,-fíi,c l + í. ¡ f 1) =0 ( 5 ) 


Cada una de las ecuaciones (5) contiene un coefi¬ 
ciente indetei minado más que la anterior. Los coeficientes 
Co y Ci se mantienen arbitrarios y desempeñan el papel de 
constantes arbitrarias. 

La primera de las ecuaciones (5) proporciona c a ; la 
segunda, c s ; la tercera, c t ; etc En general, de la (* + 
+ l)-csima ecuación se puede determinar c» +2 una vez co¬ 
nocidos C 0 . C|.C»,|. 

En la práctica es conveniente proceder del modo si¬ 
guiente: Por el esquema señalado se buscan dos solucio¬ 
nes: p,(x) e 0}(x). Para y,{x) se toma c 0 =- I y c, = 0, 
y para pi(x) se toma c 0 = 0 y ti = I, lo cual es equiva¬ 
lente a las siguientes condiciones iniciales: 

¡r,(0)=l. ¡rí<0)-0. | 

ir,(0)-0, -4(0)= 1 (• (6) 

Toda solución de la ecuación (I) será combinación lineal 
de las soluciones y¡(x) e y¡(x). 

Si las condiciones iniciales son de la forma y(0)=4. 
»'(0) = 8, entonces, es evidente que 

y = Ay, (x) + 0y, (x). 
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Finalmente, enunciaremos (sin exponer la demostración) 
el teorema de existencia de solución de la ecuación (I) 
en forma de serie (3). 

Teorema. Si las series 

pW“W y »W —ZM* 

fc»a 

son convergentes para |x|< R, la serie de polencias (3) 
construida del modo indicado anteriormente también es 
convergente para estos mismos valores de x y es solución 
de la ecuación (I). 

En particular, si p(x) y <j(ar) son polinomios en x, la 
serie (3) será convergente para cualquier valor de x. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 

y" - xy' - 2y ■= 0 ( 1 ) 

en forma de serie de potencias. 

Solueión Buscamos yi(x) en la forma 
00 

y i (*) = jE <***• (2) 

Entonces, 

/ (3) 

(*-(4) 

Poniendo (2), (3) y (4) en (I), hallamos: 

2 (* - I)¿ *c»x* - 2 2 c*x* = 0. (5) 

«-! »-! *—" 

Reduciendo los términos semejantes e igualando a cero 
los coeficientes en distintas potencias de x, resultan unas 
relaciones de las cuales se hallan los coeficientes c¡. c 3 . 
c t , ... 

Para precisar, hagamos 

*,«))-I. y', (0) = 0. (6) 

Entonces, de (2) y (6) 


i. 


(7) 



y de (3) y (6) 

Asi, pues, se tiene 


c, = 0. 


(8) 




2c-¡ — 2c 0 = O, de donde, en virtud de (7), c, = 1, 

3- 2c, — 1 -c, — 2e, =0 de donde, en virtud de (8), «3 = 0, 

4- 3c, —2e 3 —2c s =0, de donde c, = -j. 

5- 4c s — 3 c 3 — 2c 3 =0, de donde c s = 0, 

6- 5c 6 —4c, —2c, =0, de donde c 6 = 


l 

3-5 




y, por consiguiente, 

»iW 

De modo análogo, tomando 

Vi (*) — Í2 -4,** 
y las condiciones iniciales 

V,t 0)”0. |/í(0)= I. 

resulta 

■4c = 0. <4,~1, 

y poniendo (10) en (1), hallamos: 

2 (* + 2M,**« 

*-0 t-l 


2A 2 -0, 

3 ■ 2A¡ — 3A, = 

4 - 3/1, — 4/1, = 

5 • 4A S — 6/tj = 

6 ■ 5/l s — 6/1, = 
7-6A,- 7 A¡ = 


= 0 , 
0. 
.0, 
'0. 
■ 0. 


Ay - 

¿3 a 

A<* 


1 

*T- 

. 0 . 


-^S—277 

4> = 0. 

■4, 


2-4-G 1 


(9) 

( 10 ) 

(11) 

( 12 ) 
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Es evidente que 

A a = 0. 4,1=-^^-® (*=1.2.3....). 
Asi, pues, 

&(*) = * +-y-+ 77T+ 27TTT+ 

” I— 

••• =*£ < l3 > 
*-s 

La solución general de la ecuación (1) tendrá la forma 
ü(x) = Ay,{x)+ ByA x), 

donde y, (x) e y,{x) se determinan por las fórmulas (9) 
y (13), respectivamente. 

2. Desarrollo de la solución en una serie de potencias 
generalizada. 

Definición. Una serie de la forma 


*°1 fe, * 0), (14) 

donde p es un número dado y la serie de potencias 2 c k x * 

t-0 

es convergente en cierto recinto \x\< R. se llama serie de 
potencias generalizada. 

Si p es un número entero no negativo, la serie de po¬ 
tencias generalizada (14) se convierte en una serie de po¬ 
tencias ordinaria. 

Subsiste el siguiente teorema. 

Teorema. Si x => 0 es un punió singular de la ecuación 
(I). cuyos coeficientes p(x) y q(x) admiten los desarrollos 




(15) 


donde los series que figuran en los numeradores son con¬ 
vergentes en cierto recinto |x| < R, y los coeficientes a 0 , 
b c y b i no son simultáneamente iguales a cero, entonces la 
ecuación (I) posee al menos una solución en forma de 



serie ríe potencias generalizada 

C,** (C o =*0), (16) 

A—o 

fl«e ís convergente al menos en el mismo recinto |x| < R. 

Para hallar el exponente p y los coeficientes Cr, es ne¬ 
cesario poner la serie (16) en la ecuación (I), simplificar 
por x“ e igualar a cero los coeficientes en distintas poten¬ 
cias de x (método de los coeficientes indeterminados). 

En este caso, el número p se halla de la ecuación lla¬ 
mada determinativa 

P(P-D + a.fi + fc,-0. (17) 

donde 

a> = lim xp (a-). b„ = lim x 7 q (a). (18) 

X-*t» *-»<! 

Supongamos que p, y p» son las raíces de la ecuación 
determinativa (17). Distinguiremos tres casos: 

I. Si la diferencia p, — p¡ no es un número entero o 
cero, se pueden construir dos soluciones de la forma (16): 


ííl ==■ **' 2 c*** 

1-0 

(Cu -j* 0). 

!h = 2 A**' 

(4,^0). 


A—O 


2 Si la diferencia pi — pj es un número entero po¬ 
sitivo, por lo general, solamente se puede construir una 
serie (solución de la ecuación (I)): 

y, = ** 2 c t x k . (19) 

MI 

3. Si la ecuación (17) posee una raíz múltiple pi = pi, 
también se puede construir solamente una serie (la solu¬ 
ción (19)). 

Está claro que en el primer caso las soluciones y¡(x) 
e yo(x) construidas son linealmente independientes (o sea, 
la razón de las mismas no es constante). 

En el segundo y tercer casos, se ha construido sola¬ 
mente una solución (19) Señalemos, sin exponer la de¬ 
mostración, que si la diferencia pi — pa es un número en- 
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tero positivo o cero, además de la solución (19) habrá una 
solución de la forma 


S»s = (*) ln x + x* 2t ''»**• (20) 

Vemos, pues, que ahora y¡(x) contiene un sumando 
complementario de la forma 

Ay, (x) In x, 

donde y,(x) se expresa en la forma (19). 

Observación. Puede ocurrir que la constante A 
en (20) sea Igual a cero, y entonces, para y¡ resulta una 
expresión en forma de una serie de potencias generali¬ 
zada. 


Ejemplo I. Resolver la ecuación 



2 x’y" + (3* - 2x ! ly'-(x + l)y = 0. 

(1) 

Sol 

1 u c i ó n Escribamos (1) en la forma 




(2) 

o bien 

f + o. 

(3) 

Busquemos la solución y{x) en la forma 



y{x) = xf‘%C t x k (C„^0). 

*W) 

(4) 

Para hallar p escribimos la ecuación determinativa 



p(p— l) + OcP + ba = 0, 

(5) 


donde 

a ‘ =l « Í ?o 2 ^ = '*- t ~!íS( _ " £ T i )"“T' 


o sea, 

p(p— l) + -Ip — -j=0. 

o bien, 

P J + -jP--5=0. 
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De aquí, 

Pi=y. Ps“ — •- 

De acuerdo a la regla expuesta tomamos 

lti(*)= í 7 ¿C/ (* > 0). (6) 


IftW — 

*-e 

Para hallar los coeficientes C 0 , C,.C„, ... sustitui¬ 

mos y,(x) y sus derivadas y\{x) e y"(xr) en la ecuación (1). 
Se tiene 

*.(*)-]£<v* + í. s ;w-y:jt+i)c/i ( 7) 

*-0 *-') 

p7(x)=V(* + |)(*-|)c,x‘^. 

2x» V (*> - i)c,x‘'T + (3x-2x=)V(* +- - 

*-0 *-0 

-(*+l)¿C,** + 7-0. (8) 

Después de las transformaciones, (8) toma la forma 

* (2* + 3) C,x* + * - 2^2 (* -i- I) C„x'*l = 0. (9) 

Como se busca una solución para x > 0. se puede simpli 
ficar por x" 5 y obtenemos: 

2 A (2A + 3) C»x* — Í 2 (A + I) C*x*+' = 0. (10) 
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De aquí, hallamos las relaciones para la determinación de 
los coeíicientes- 

x' 
x° 

X* 


¡r 


Haciendo en la primera ecuación de las relaciones (II) 
2 

Co = I, obtenemos, C, = y. 

O] 

De la segunda ecuación se tiene C 2 = . 

De la tercera ecuación, C¡ = 5 9 ■ etc. 

Fácilmente se observa que 


1 • 5C, — 2 - IC 0 = 0 

2 ■ 7Cj — 2 • 2C, = 0 

3 ■ 9C, - 2 • 3C, = 0 

rt(2fl + 3)C n -2nC„_,=0 


( 11 ) 


De este modo. 

!/i W = 



[?«)* 

5-7-9 ... (2* -f 3) 


( 12 ) 


De modo análogo se hallan también los coeficientes /I». 
Resulta que para 71o = I, 

^-JT. /, * = 7T. 

de modo que 

¡7jW — 0 bien ( |3> 

*-0 


La solución general de la ecuación (I) es: 

U (x) = Ay, (x) + Bij 2 (x), 

donde A y 6 son constantes arbitrarias y las funciones 
i/i (x) e y¡(x) están dadas por las fórmulas (12) y (13). 






( 1 ) 


Ejemplo 2. La ecuación de Bcssel 

x‘y" + xy' + (*’ - p 1 ) y > 


= 0 . 


donde p es una constante dada, p > 0. 

Solución Escribamos (1) en la forma 


y" + Ty' + ^ É - 


V = 0- 


( 2 ) 


Aquí, p(x) = —. q(x) = - 

de modo que 

a„= lim xp(x) = 1 
i -»c 

b 0 = lim x 2 q (x) = — p 5 


(véanse las fórmulas (15)), 


(véanse las fórmulas (18)). 


La ecuación determinativa para p es: 

P (P — l)+ 1 -p — p 2 — 0, bien, p ' — 
Las raíces de la ecuación (3) son. 

P. ”P 
P»- P 


(3) 


( 4 ) 


Buscamos la primera solución particular de la ecuación de 
Bessel (I) en forma de una serie de potencias generali¬ 
zada: 


y = x'2c t x\ 

*—O 


(5) 


Reemplazando y, y' e y" en la ecuación (I), resulta 
¿ C* (A + p) (k + p- 1) + í2c 1 (Hh) ar‘+»-' + 

*—L M 

+ U í -P f )£c,e*« = 0. 

0 

o bien, después de transformaciones elementales y simpli¬ 
ficación por *>’: 


2 l<* + P)’ - P-] C.r* + 2 C k x‘+* = 0. 

*«*0 A -=0 


( 6 ) 



De aqui, igualando a cero los coeficientes en distintas po¬ 
tencias de x. se tiene 


x» 

*' 

x 3 

x* 


(p a -p-”)C 0 = 0, 

[(l + pP-p’lC.-O, 
l(2 + p) a -p , )C J + C o = 0, 
[(3 + pf — p 5 | C 3 + C, = 0. 
1(4 + P) 2 — P*| C 4 + C» = 0, 


x* 


[(* + p)’ ~ p’l + C» - j=0, 


(7) 


La primera de las relaciones (7) se cumple para cual¬ 
quier valor del coeficiente C 0 . 

De la segunda relación (7) obtenemos: Cj = 0. 

De la tercera: 

r = & c « 

° a (2 + p)’ — p* ~ 2’ (l + p) ' 


De la cuarta: C 3 = 0. 
De la quinta: 

r _C, 

H + n)'-p* 


2* (t + ni (2 + p) ■ l • 2 1 


Es evidente que lodos tos coeticientes de subíndice im¬ 
par son iguales a cero: 

C„*, = 0 (* = 0.1,2....) (8) 


Los coeficientes de subíndice par son de la forma: 


r = _ (—i)» c° _ 

lk 2“<p-H)(p + 2) (p+M-AI 


(*=1.2....) (9) 


Para simplificar los cálculos ulteriores, hagamos 

Co= jírivMp+tr (10) 

donde T(v) es la función Gamma de Euler. 

La función Gamma de Euler !'(v) se define para todos 
los valores positivos (y también para todos los valores 
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complejos cuyas parles reales sean positivas) del modo 
siguiente: 

e® 

T(v)= ¡e-x'-'dx. (II) 

9 

La función Gamma posee las siguientes propiedades 
importantes; 

1. T(v+ l) = vt». 

2. !’(!)- I. 

Si k es un número entero positivo, se tiene: 

3. r(v + *+l)-(v+t)(v + 2) ...(v + ft)r(v+ 1) 

4. r(* + i) = *i 

Aplicando (10) y las propiedades de la función I’ ocu¬ 
pémonos de la transformación del coeficiente C«*: 

r = _ (—D* __ 

” 2 2 *<P+l)(p + 2) ... (p + *)-*!-2'rtp + l) 

(— I )* _ 

^'•tirip + j + i) 

pues, en virtud de la propiedad 3, (p -f I) (p -f- 2)... 

• •(P + *)r(p + I) es igual a r(p+ *+!)• Ahora, la 
solución particular de la ecuación de Bcssel, que a conti¬ 
nuación indicaremos con toma la forma 

< l2 > 

Esta función se llama función de Bessel de primera especie 
de orden p. 

La segunda solución particular de la ecuación de 
Bessel (1) la buscaremos de la forma 

iSC*x*. (13) 

donde — p es la segunda raíz de la ecuación determina¬ 
tiva (3). Está claro que esta solución puede obtenerse de 
la solución (12) sustituyendo p por — p, puesto que en la 
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ecuación (1) p está elevado a una potencia par y no varía 
al sustituir p por — p. 

Asi, pues, 

'■>»-¿wífc(í r- <«> 

*-0 

Esta función se llama ¡unción de Bessel de primera es¬ 
pecie de orden — p. 

Si p no es un número entero, las soluciones J P (x) y 
J- P (x) son linealmente independientes, puesto que sus de¬ 
sarrollos en series comienzan con potencias distintas de x 
y. por consiguiente, la combinación lineal ai/,(z) + 
+ «s J-p(x) puede ser igual a cero idénticamente sólo para 

<Xi = Os = 0. 

SI p es un número entero, las funciones ¡ p (x) y J. P (x) 
son linealmente dependientes, pues 

/-„(*) = <-l)"/„(x) («es entero). (15) 


Asi, pues, cuando p es entero, en lugar de /_„(*) hay 
que buscar otra solución que sea lincalmcnte indepen¬ 
diente con /„(*). Para esto, introducimos una nueva fun¬ 
ción 




I, (x) eos pn - 1-p (») 
sen pn 


(16) 


suponiendo primero que p no es entero. 

Es evidente que la función )"j,(x), determinada de este 
modo, es solución de la ecuación (I) (puesto que repre¬ 
senta una combinación lineal de.las soluciones particula¬ 
res/ p (x) \l- p [x)). 

Pasando a limites en (16), cuando p tiende a un nú¬ 
mero entero, se obtiene la solución particular K p (jc) lineal¬ 
mente independiente con J p (x) y determinada ya para 
valores enteros de p. 

La función V I ,(x) definida aquí se llama función de 
Bessel de segunda especie de orden p, o también función 
de Weber *). De este modo, para todo p, entero o fraccio¬ 
nario, hemos construido el sistema fundamental de solu¬ 
ciones de la ecuación de Bessel (I). De aqui se deduce 


*) Algunos autores la llaman fundón de Ncumann y la indican 
A'p(jt). (Note del T.) 



que la solución general de la ecuación (1) puede repre¬ 
sentarse en la forma 

y = AI,(x) + BY,(x), ( 17 ) 

donde A y B son constantes arbitrarias. 

No obstante, cuando p no es entero, la solución general 
de la ecuación de Bessel se puede tomar de la forma 

y = aJ,(x) + a,J.,(x), (18) 

donde cu y a¡ son constantes arbitrarias. 

Nota I. La ecuación que frecuentemente aparece 

x'y’ + xy' + (*V -/>*)(, - 0, (19) 

donde k es cierta constante (h 0). se reduce a la ecua¬ 
ción de Bessel 

-3F-+ &-3F* = ° (20) 

mediante la sustitución | «i kx. 

La solución general de la ecuación (20) (cuando p no 
es entero) es: 

«)+<*/-,«>. 

y entonces, la solución general de la ecuación (19) toma 
la forma: 

ff —a,/, (*x)+ »,/_, (ft*), 

Cuando p es entero. 

Nota 2. Una clase muy amplia de ecuaciones de la 
forma 

x, T¡*+ ax *T+ » + «") »“ 0 , ( 21 ) 

donde a,.,b, c, m son constantes (c> 0 ,«í 0 ), Introdu¬ 
ciendo una nueva variable l y una nueva función u según 
las fórmulas 


O i 



I5S 



se reducen a la ecuación de Bessel 


donde 



+ ^ u = °- 


l-T- V* 


m. p>= (23) 


Cuando t = 0 y cuando rn == 0, la ecuación (21) es la 
ecuación de Euler. 

Integrar mediante series las siguientes ecuaciones 
diferenciales: 


768. y' — 2x0 = 0, 9(0)= 1. 

789. 4xy" -f 2y' + 9 = 0. 

770. (1 + x)y’~ «¡,=0. 

771. 9J£ (1 -x)y"~ I2y'+4y = 0. 

772. y”+ xy' + y = 0. 

773. y"-xy’ + y- I = 0. y(0) = 


//' ( 0 ) = 0 . 


En los ejercicios 774—778 hay que hallar seis térmi¬ 
nos del desarrollo de y (x). 

774. y"-(l + x 1 ) 9 = 0. y(0)=-2. y'(0)=2. 

775. y" = x’y - y'. y (0) = I. y' (0) = 0. 

776. y" - ye' = 0. 

777. y' = x 2 + y*. y(0) = 0. 

778. y' =• e* + xy. y (0) = 0 


Hallar las soluciones generales de las ecuaciones de 
Bessel: 

779. x’y" + xy' + (da? - -y) y — 0.. 

780. x’y" + xy' + (x 1 - -j) y = O. 

781. y" + 7 í'+{ff = «- 

782. y" + -j-y'+ 4y=0. 

783. *v - 2xy' + 4 (x« - I) y = 0. 
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784. Ar¡r+4,' + |, = 0. 

785. y" + ^y' + y = 0. 

786. y"+ !■!(' +4» = 0. 

Demostrar la justeza de las siguientes relaciones: 

787. = /,(*). 

788. 7;W--7, +1 ( J r) +■£;,(,). 

789. 7„ + , (x) 7, W 

790. 7,(x)-7jW-Í7í(*). 

791. 7j(x) — 7,(x) — 27J(x). 

792. 7,(jr) + 37;W + 47í"(x)-0. 

793. x*7Z (x)»(p» - p - a* 1 ) J, (a) + x7,+i (a). 

794. Comprobar que l/x7,(2l7x) y /a»' 1 (2)/Á) son 
soluciones de la ecuación 

xy" + y = 0. 

795. Comprobar que V* 7_¿(/x) y V^7_i(l/x) son 

“7 7 

soluciones de la ecuación 

*r" + Tn' + 7»-o. 

796. Comprobar que 

c,/ ' w / 7 ífk +c ’ / ' ( A ) 

es solución de la ecuación de Bessel. 

Nota 3. He aqui otro método de integración de las 
ecuaciones diferenciales mediante series que resulta más 
sencillo al emplearlo a las ecuaciones diferenciales no li¬ 
neales, 

Sea dada la ecuación diferencial 

íT’—/(*. y, y' .(1) 
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V las condiciones iniciales 

»U.*= 9v •/ U.=sC . (2) 

lnlroduzcamos la siguiente definición. 

Se dice que una función q>(x) es hoiomorfa en un en¬ 
torno \x — Xf¡ | <c p del punto x = x c . si en este entorno 
ésta es expresable por una serie de potencias 

»W = 2c*(* — *•>*. 

*~o 

convergente en el recinto |x — Xo| < p. 

Análogamente, la función <p(*i. x¡ ..v„) se llama 

hoiomorfa con respecto de lodos sus argumentos en el en¬ 
lomo 

K-*í"l<p» o-2.«> 

del punto (xf‘, x 1 , 1 ".jd“>) si es expresable por una 

serie de potencias 

T(*i. .*„) = 

" ... »„ (*, " *?')*' (*, -*?-)*' ••• K ~ *!?)* 

convergente en el recinto 

l**- t fl<P» (*=1.2.n). 

Subsiste el siguiente teorema. 

Teorema. Si el segundo miembro de la ecuación (I ) es 
una función hoiomorfa con respecto de todos sus argu¬ 
mentos x, y, y',.... y<’'~ 1 ’ en entorno Q: 

¡x-x 0 |</?, |i/— í/oI< W-y't |< 

<*. |^—»|< /?, 

del ponto (x 0 , y a . y' 0 . la ecuación (1) tiene 

una y sólo una solución y = y(x) que cumple las condi¬ 
ciones iniciales (2) y es hoiomorfa en un entorno del 
punto x = x 0 : 

ííw=!ío+í';(*-*o)+tH*-*«j , + ••• 

Ox— II " 

...+-fi Z rip{x-x<J n - , + \ ¡ a ll (x-x 0 ) k . (4) 


11-44: 
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La serie (4) es convergente en el recinto \x — *o|<p. 
donde 

P = a [ I — (5) 

aquí, a y b son unas constantes que satisfacen a las con¬ 
diciones: 0 < a < R. 0 < b < R, y 

M = mixlf(x, y, y' .I- (6) 

n 

Los primeros n + I coeficientes de la serie (4) se de¬ 


terminan por las condiciones iniciales (2) y la ecuación 
diferencial (I). 

Los demás coeficientes se determinan por la ecuación 
diferencial, derivándola sucesivamente. Por ejemplo: 



Observación. Si la ecuación (I) es lineal. 

íf w + P, M y"-" + • ■ • + P. (*) y - ♦(*). (8) 

donde p»(x) f* = I. 2.n) y <t(x) son funciones liolo- 

morfas en lodo el eje Ox. la serie (4) es convergente tam¬ 
bién en todo el eje 

Ejemplo. Hallar los cuatro primeros términos del desa¬ 
rrollo en serie de Taylor de la solución y = y{x) de la 
ecuación 

que cumple las condiciones iniciales: 

y U>=*. y'U>=°- 

Solución. Fácilmente se observa que el segundo 
miembro de la ecuación, o sea, la función e*v, es desarro 
Hable en serie de potencias de x e y en un entorno de 
punto ( 0 , 0 ): esta serie es convergente en la región 
— oo < x < -f- oc. — oo < y < + oo (es decir, el se¬ 
gundo miembro es una función holomorfa). 
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Buscaremos una solución particular en íorma de se¬ 
rie (4): 

Empleando la misma ecuación, hallamos: y"(0) = 
= «*•■'1,-0= I. 

Derivando sucesivamente ambos miembros de la ecua¬ 
ción y haciendo x = 0 en las igualdades obtenidas, tendre¬ 
mos: 

í" / < 0 )-( í r + *jt')e r, U~l, 

y' v (0) = |2/ + Xy" + (y + xyy\ e" = I . 

Poniendo en la serie (t) los valores obtenidos y"( 0), 
¡/"(O), y' v (0), obtenemos el desarrollo buscado de la so¬ 
lución: 

í»W~i+4+-3r + ir + ■••• 

En los ejercidos siguientes hay que hallar los tres 
primeros términos del desarrollo en serie de potencias de 
la solución de la ecuación diferencial para las condiciones 
iniciales dadas. 

797. y'=\-xy, y U = 0. 

' 798 - »' = !T7- y u- 1 - 

799. y' *= sen xy, y = I. 

800. y"+xy = 0. yl_ —0. y'l Irf “l- 

801. y” — sen xy' = 0, 0, /!_»» I- 

802. xy" + y sen * = x, y !„„=> I, y'l„„ = 0. 

803. y' ln x — sen xy = 0, y |_ = <r'. y'l„, = 0. 

804. y"' ■+■ x sen y = 0. yl„o=-ft y'lp*, —0, 

y" U=°- 

3. Búsqueda de ias soluciones periódicas de las ecua¬ 
ciones diferenciales lineales. 
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Sea dada una ecuación diferencial lineal no homogé¬ 
nea de 2° orden, de coeficientes constantes 

y” + P¡y' + thy=f {*)• O) 

donde /(*) es una función periódica, de periodo 2n, desa¬ 
rrollare en serie de Fourier 


/ M = -y +2 cos nx + b " 500 '•*)■ 


Busquemos una solución periódica de la ecuación (I) en 
la forma 

!/W-=4‘ + S ( ' 4 " cos,,jr+ < 3 > 


Reemplazando la serie (3) en la ecuación (I). elegimos 
sus coeficientes de modo que formalmente se cumpla la 
igualdad (I), Igualando los términos independientes y los 
coeficientes de cos nx y sen nx en los Drimeros y segun¬ 
dos miembros de la igualdad obtenida, hallamos: 


/lo 

b„ 


a„ , (g, — n') a, - 

"V " (g.-.v+gp ■ 

-(n=i.2...). 

(p, - nj + p]n 


(4) 


La piimera de las igualdades (4) nos da la condición 
necesaria para la existencia de una solución de la forma 
(3): 

si <2 0 ¥= O, es necesario que sea p¡ * 0. Poniendo (4) 
en (3) resulta: 


*<*)-& + 

, ^ Ifo.-ah a*- o,nb„] co>n»-Hlp,-n~) b„+p,na,í stnnx ... 
+ £ J 
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Cuando Pi = 0 y Pt = n*. donde o = I. 2.existirá 

solución periódica solamente si se cumple la condición 

2n ai 

a„= 1 j J f(x)cosnxdx = 0. 6 n «=-jJ / (x) sen n* di = 0. 

c o 

( 6 ) 

Los coeficientes /I» y Bu para k n se hallan por las 
fórmulas (4), mientras que los coeficientes A„ y B„ son 
constantes arbitrarios, puesto que la expresión A„ eos nx -f- 
-f- 13 „ sen nx es la solución general de la ecuación homo¬ 
génea correspondiente. 

Cuando no se cumplen las condiciones (6), 'la ecua¬ 
ción (4) carece de soluciones periódicas (aparece el fenó¬ 
meno de la resonancia). 

Cuando = 0 y a a = 0, el coeficiente queda inde¬ 
terminado y la ecuación (-1) tiene una infinidad de solu¬ 
ciones periódicas, que se diferencian entre si en un su¬ 
mando constante. 

Si el segundo miembro /(x) de la ecuación (1) llene 
periodo 2/ a* 2 n, hay que buscar la solución de la ecuación 
(I) en la forma 

!l = ¿ (rt„ eos ~ + B„ sen . 

fl—1 

En este caso, las fórmulas (4) varían correspondiente¬ 
mente. 

Ejemplo I. Hallar las soluciones periódicas de la ecua¬ 
ción 

„ , . V* sen nx 

9" + 4¡r = 2 í -^-- 

n—3 

Solución. Se tiene 

p, = Ü, p J = 4=.2 s , a 0 = O, o„ = 0, = («=3,4, ...). 
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no contiene el término 


La función f (x) = '^ í ~~r^- 

n*0 

resonante o 2 eos 2x + b, sen 2x, y, por consiguiente, la 
ecuación tiene una infinidad de soluciones periódicas. 
Los coeficientes se hallan por las fórmulas (4): 

4>=0. 4,=0. e, = 0. (.1 = 3, 4. ...). 

Todas las soluciones periódicas quedan dadas por la 
fórmula 

U(x) = A, cos2x + B : sen 2x - ^ - i pi'; ■ 

Itmi 


donde A 2 y B 2 son constantes arbitrarias. 

Ejemplo 2. Hallar las soluciones periódicas de la ecua¬ 
ción 

y" + (/ = eos x. 

Solución. En este caso, p, = 0, pi = I. Comprobe¬ 
mos el cumplimiento de las condiciones (6). Se tiene: 

2n í* 

J cosxcoixdxt= | eos’ .v dx = n ¥=0; j eos * sen .v r/.t •= 0. 

o u o 


(aquí, n = I). 

Las condiciones (6) de existencia de solución periódica 
no se cumplen. Por consiguiente, la ecuación dada no 
tiene soluciones periódicas. 


Ejemplo 3. Hallar las soluciones periódicas de la ecua¬ 
ción 


y"— y = Isenxj. 


Solución. La función /(x) = |senx| es periódica, 
de periodo n. La desarrollamos en serie de Fourler en el 
intervalo (—ix. n): 


,senxj=|-±V 


eos 2/» x 

4n* - 1 ' 
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Buscamos la solución de la ecuación dada de la forma 


y (*) =-^ + 2 cos nx + B " sen nx )• 


Se tiene 


P i = 0. ft = — 1. <>o = -r- 


a !n-l “ 0, 




(«=l. 2. ...)• 


De las fórmulas (4) hallamos: 


A>=“ *'• ^a-i — °; — TTST 


■ ^"““ñ nm*”' 

B„ = 0 (n= 1,2,...). 


Por consiguiente, la ecuación tiene una solución periódica 
de la forma 

8* 

.... 2 4 V ««2 ni 


...... 2 4 «os2n* 


Hallar las soluciones periódicas de las siguientes ecua¬ 
ciones diferenciales.- 


805. ¡r + 3y- l + ^g y.y 


6 . + 


807. y" + y' = 

ia| 

808. y" — 4y' + 4y = n? — jr*. — *<*<«. 

809. y" — 4 1 / =-1 eos n* |. 

810. — 4y' + 4y = aresen (sen x). 

811. ¡r"+ 9,, = sen 3 *. 
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§ 18. SISTEMAS 

DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Se llama sistema lineal de ecuaciones diferenciales con 
codicíenles conslanles al de la forma 


ax, • 

-3r“2r a " JC ' + M') «-I.2. n), (|) 

l-i 

donde a¡, son unos números dados y /,(<). unas funciones 
dadas. 

El sistema lineal se llama homogéneo, si todas h(l)m> 
0 . El conjunto de funciones 

x l = Ti (0. *,-<h(D . ■»„-<!>,«. (2) 

determinadas y diferenciables, con derivadas continuas, 
en el intervalo (o, b), se llama solución del sistema (I) 
en este intervalo, si las funciones ( 2 ) convierten a las 
ecuaciones del sistema (I) en identidades, que se cumplen 
para todos los valores de t de (a, b). 

El problema de la búsqueda de la solución 

*| = *|(0. *,-x,(Q. (0 (3) 

que satisface a las condiciones iniciales 

. *.(‘o)=< (4) 

se denomina problema de Cauchy. 

Examinaremos cuatro métodos muy difundidos de solu¬ 
ción de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de 
coeficientes constantes de la forma (I). 
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1 REDUCCION DE UN SISTEMA A UNA ECUACION 
DE n-ESIMO ORDEN 

El modo más sencillo de integrar el sistema (I) consis¬ 
te en reducirlo a una ecuación diferencial de orden n. 

Resulta que se obtiene una ecuación diferencial lineal 
de coeficientes constantes. 

Ilustremos este método en el ejemplo de un sistema de 
dos ecuaciones: 

%- = ax + by+f(t) 

$ r =cx + dy + g(fl 

Aqui. a, b. c, d son coeficientes constantes, 1(1). g(i) son 
unas funciones dadas, mientras que x(t). üU) son las 
funciones incógnitas- De la ecuación (I, I) hallamos; 

(2) 

Reemplazando y en la segunda ecuación del sistema por 
el segundo miembro de (2), y por la derivada del 
segundo miembro de (2). obtenemos una ecuación diferen¬ 
cial de segundo orden en x(l): 

A~ + B±fr+Cx + P(t)-0. 


( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 


(I) 


donde A, B, C son constantes. 

De aquí hallamos, x = x(l. C,. C 2 ) y poniendo en (2) 
el valor hallado de x. asi como , hallamos y. 


Ejemplo. Integrar el sistema de ecuaciones 




(3.1) 

(3.2) 


(3) 


dx . 

y=s t~ 1 - 


( 4 ) 
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De (3,1) hallamos: 



Poniendo (4) en (3,2), resulta una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden con coeficientes constantes: 

~¡¡F I * = °, (5) 

La solución general de lo ecuación (5) es: 

*=C,e' + C J e-'- t. (6) 

Poniendo en (4) la derivada respecto a t de (6) obte¬ 
nemos: 

y = C,e' — C¡e"' — I. 

La solución general del sistema (3) es: 

x^C^ + C *-'-I 1 
// = C,e'-C s e-'-l I - 

2 METODO DE EULER DE INTEGRACION DE UN SISTEMA 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES 

Examinemos este método en el caso de un sistema de 
tres ecuaciones diferenciales lineales: 

ÍL^ax + by + cz 

= a,x + b,y + c,z (I) 

^¡¡■=thx + b,y + c,z 

Buscamos la solución del sistema en la forma 

x = >.e", » = pe", z ■= v", ( 2 ) 

donde A, p, v y r son constantes. 

Poniendo (2) en (I) y simplificando por e". resulta 
un sistema de ecuaciones para determinar A, p y v: 

(a — r) A + 6p + cv = 0, 

Hi'- + (f’i — r)p + c,v = 0. (3) 

0 ]A + 4j¡i + (& — /■) v = 0. 
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El sistema {3) posee solución no nula cuando su deter¬ 
minante A es igual a cero: 

a — r b c 

A = a, b,—r c, =0. (4) 

b¡ c,-r 

La ecuación (4) en r denominada característica, es 

cúbica. 

a) Supongamos que las ratees r¡, r j y r 3 de la ecua¬ 
ción caracterislica son reales y distintas. Sustituyendo en 
(3) r por el número r, y resolviendo el sistema (3) se ob¬ 
tienen los números >.i, pi y vi. Haciendo después en (3) 
r = ti, se obtienen los números X¡, pi, v 2 . Finalmente, 
para r = r 3 . resulta X 3 , p* v 3 . Para las tres colecciones 

de los números p y v, obtenemos tres sistemas de so¬ 

luciones particulares: 

x, — V'-', y, — p l e' 1, 1 r, = v,**' 

Xj = pj = p- c'-', z ¡ = . (5) 

x 3 =»J. 3 e'‘'. ij¡ = Pie' 11 , 2 j = v J e ,, ‘ 

La solución general del sistema (I) tiene la forma 

x —■ C|X, + CjXj + CjX 3 . 

y — C, p, + C,y, + C ( í/j. (6) 

* = C|Z| + CjZj + Cj?j 

Ejemplo 1. Resolver el sistema 
4f = 3x-» + z. 

-x + 5y-a, . (7) 

£=x-y + 3e. 

Solución. Escribimos la ecuación característica 
3 —r -I 1 

-I 5 -r -I =0 

I -I 3 —r 

o bien, r 3 — I \r 3 + 36r — 36 = 0. 
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A las raíces r , = 2. r, = 3. r 3 = 6 les corresponden 
los números 


A, = 1. 

p, = 0, 

v, — - 1; 


Aj— 1. 

Pj= 1. 

Vi — l! 


Aa-1. 

Pr-2. 

*»=>• 


Escribirnos las soluciones particulares 


x.-í 3 ', 

i/, = 0. 

«■ — * ] 


x, = *". 

y~-=e“. 


(9) 

Xj = ***• 
Respuesta: 

!/,= -2e“, 

Zj -e« 1 



x =i Cié" + Cje" + Cjí* 


y-C^-QCj* 


( 10 ) 


Z =-C,í" + C J e“ + C J e‘' 


b) Examinemos ahora el caso cuando las raíces de la 
ecuación característica son complejas. 


Ejemplo 2. Resolver el sistema 

I' 


( 11 ) 


Solución. Escribimos el sistema para la determi¬ 
nación de A y p: 


(l-r)A-6p-0 I 
2). — (I + r)p = 0 i’ 


( 12 ) 


La ecuación característica 



tiene las raíces r, = 3i, r¡ = — 3í. 

Poniendo en (12) r, = 3i, obtenemos dos ecuaciones 
para la determinación de A. y p.: 

(l_80A.-5p.-0 i 
2A. — (1 + 3i)pi = 0 /' 
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una de las cuales es consecuencia ae la otra (puesto que 
el determinante del sistema (12) es igual a cero). 

Se puede tomar J.i = 5. p, = 1 —3r, entonces, la pri¬ 
mera solución particular se escribirá asi: 

*,-5^', !í, = (l -30¿*". (13) 


De modo análogo, sustituyendo en (12) la raiz rt = 
= —3«, se halla la segunda solución particular: 

x,=5é»‘, », = <!+30c 5 ". (14) 


Pasemos a un nuevo sistema fundamental de solucio¬ 
nes: 


ti + *i 


#.-***■• 



(15) 


Aplicando la conocida fórmula de Euler 

e*“" = costi/ ± ¿sena/, (16) 

donde a es un número real, de (14) y (15) obtenemos: 

*, =. 5 eos 3/. *2 = 5sen3/: 

Ü, = cos3f + 3 sen 3/, y¡ = sen 3f — 3 eos 3/. 

La solución general del sistema (II) es: 

x = C,X, + Cjij = 5C, eos 3/ + 5C» sen 31. 
y = c, y, + C,y 2 = C, (eos 3/ + 3 sen 31) + C, (sen 3/—3 eos 30- 

Observación. Una vez hallada la primera solu¬ 
ción particular (13) se podria haber escrito inmediatamen¬ 
te la solución general del sistema (II), aplicando las 
fórmulas 

* = C| Re*, + C 2 lmje» 1 
y = C, Rey, +C 2 Im y, /’ 

donde Re z y im z indican las partes real e imaginaria del 
número complejo z, respectivamente, es decir, que si z = 
= a -f b¡, entonces, Re z = a. Im z = b. 

c) Caso de raíces múltiples. 
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Ejemplo 3. Resolver el sistema 

4r = 2* + ff I 08.1) 

£=•>»-* J 08.2) 


( 18 ) 


Solución. La ecuación característica 


2 -r t 
-I 4 — r 


o bien, r J — Gr + 9=0 tiene una raíz múltiple r,=r¡=3. 
La solución se debe buscar de la forma 


a- = (>. i + M,0* 3 ' 

¡Í = (*v + Mi0e 5 ' 


09) 


Poniendo (19) en (18,1). obtenemos: 

3 (X, + m, 0 +1>, = 2 (X, + p,f) + (>•» + IM). (20) 


Identificando los coeficientes de iguales potencias de I 
en el primero y segundo miembro de (20), resulta: 


de donde 


3X¡ + t*i = 2X, + Xj 1 

3»i,=2p, + (i. r 

X2«=X, + p, I 

t*i=t*i r 


(21) 

( 22 ) 


Las cantidades Xi y |i, se mantienen arbitrarias. Indicán 
dolas mediante C, y C 2 , respectivamente, obtenemos la so¬ 
lución general del sistema (18) en la forma: 

* = (C,+CV)e 3 ' 1 

ir = (C, + C, + C¿)e » I' 

Observación. Fácilmente se comprueba que po 
niendo (19) en (18,2) se obtiene el mismo resultado (22) 
En efecto, de la igualdad 

P2 + 3 (X, + M) = 4 (Xj + |i,/) — (X, + ¡t,/) 



obtenemos dos relaciones para la determinación de Aj y iu 
mediante ?.i y p t : 


de donde 


Hj + 3?^ = — ?.| 1 

3|*j=4v 2 —p, r 

= rhPj. l»i = Pi- 


3. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES .MEDIANTE COMBINACIONES INTEGRABLES 

Este método de integración de sistemas de ecuaciones 
diferenciales (no necesariamente lineales) consiste en lo 
siguiente: mediante operaciones aritméticas convenientes 
(por ejemplo, sumando, restando, etc.) de las ecuaciones 
del sistema dado se forman las llamadas combinaciones 
integrables, o sea, unas ecuaciones fáciles de integrar de 
la forma 



donde u es una función de las funciones buscadas *i(0, 

*2(/)... . *„(<)■ 

Ejemplo 1. Resolver el sistema 


dx _ y' 

di ~~ x 

iíí-_iL * 

di V 


.Solución, Escribamos el sistema (2) en la forma 


* dx = t? di 1 
ydy = x , dt I" 


(3) 


Sumando término a término, obtenemos: 


o bien, 


x dx + y dy = (*’ + y 1 ) di. 


d <»' + ¡r) 
*' + »' 


2 di. 


de donde 


ln(x 3 + ff í ) = 2/ + lnC,. 



Potenciando, se tiene 

x‘ + ! f-=C,é». (4) 


Restando término a término la segunda ecuación (3) de 
la primera, obtenemos 


xdx — y d y = (tf — x 1 ) dt, 

o bien, 

*<fzp. — tdt. 

x’-y’ 

de donde 

x*-y’ = C,e-*. 


(5) 


Despejando itjen (4) y (5), hallamos la solución 
general del sistema (2): 


*= Vc,é“+5*-*, 

y^Vdj'-C*-», 


donde para simplificar se ha hecho 
e, =4-C„ 


Ejemplo 2. Hallar la solución particular del sistema 
if-^ac + 5 y. (6.1) 

1 < 6 > 

^- = - 2 * — 8 //. ( 6 , 2 ) 


que satisface a las condiciones iniciales 

*Lo = 2 - !/li_o = 5 - ( 7 ) 

Solución. Multiplicando por 2 la primera ecuación 
y sumándola con la segunda, resulta 

*&+J!Í == 2(2x+y), 

de donde 


176 


2*+!/=<:,<!■', 

y=C,^- 2 x. 


( 8 ) 



Poniendo (8) en (6,1). obtenemos una ecuación lineal 
para determinar x : 

IJl^-Tx+ !£,<#. (9) 

De aqui, 

,v = C.e- : ' +|c,e-'. (10) 

Por consiguiente, 

(II) 


Las expresiones (10) y (II) represenlan la solución 
general del sistema (6). 

Para hallar la solución parlicular que satisface a la 
condición (7) hay que sustituir en (10) y (II) las va¬ 
riables /, x e y por los números 0. 2 y 5, respectivamente. 
Para la determinación de C¡ y Cj. resulta el sistema de 
ecuaciones 


2 = C. + 4c„ 

5=- 4c,-2C,. 

de donde 

C,-9, C,--3. 


( 12 ) 


La respuesta es: 

x — 5e“ — 3c' 7 ' 1 

¡,=.-^' + 68 -" [■ 


4. METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES 

Aquí ilustraremos este método en el caso de tres ecua¬ 
ciones no homogéneas. 

Sea dado el sistema 


*' + o,r -+- b t y + e¡z=f, (I), 
y' + tt.st + b,y + e,z «= ¡¡ (/), 
z' + o¡.v + b¡y + e,z = f 3 (/). 


(M) 

( 1 . 2 ) ( 1 ) 
(1.3) 
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Suponemos que ya se ha hallado la solución general del 
Sistema homogéneo correspondiere y que tiene la forma 

X = C,X¡ +C;*2 + Ci*3, 

y—C<<Ji + C¡y : + C 5 !/¡, . (2) 

? = C l a,+C,aj + C,a J . 

Vamos a buscar una solución del sistema lio homogé¬ 
neo (I) de la forma 

x = C, (/)x, -f- C, (/) x¡ -f- Cj (0 x¡, 

y — C, (0 !íi + C, (0 + Cj (/) . (3) 

s-C l (/)s,+C,(/)s í +C,(í)z,. 

donde C|(/|, Cj(f). C s (í) son unas nuevas funciones in¬ 
cógnitas Pongamos (3) en (1); la ecuación (I, I) toma 
la forma 

c '¡* i + C í+ C r c j + C i + a i-*i + ft it/i + e i*i) + 

+ C l( x t+ Vj + h ,‘J: + c l z + 

+ C Á< + ",*!+ l’yjj + e ¡2¡ ) - /, (/). ( 4 ) 

Todas las sumas que figuran entre paréntesis se con¬ 
vertirán en cero (puesto que (2) es solución de la ecua¬ 
ción homogénea correspondiente), de modo que tendremos: 

C'^ + C'^ + C's, =1,(1). (5) 

Análogamente, de (1.2) y (1.3), después de poner (3), ob¬ 
tenemos: 

c^+c^+c^-mo. i 

C[z, + C&+C&-/,(/). ( <6) 

El sistema de ecuaciones (5) y (6), lineales con res¬ 
pecto a Cí, Cí, Cj. tiene solución, puesto que su deter¬ 
minante 

X, Xi X] 

A— y, yi y, 

í, z 5 z, 

es distinto de cero, en virtud de la independencia lineal 

de las soluciones particulares del sistema homogéneo co¬ 
rrespondiente. 
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lina vez conocidas CHA, Cs(/), C,(0, integrando ha¬ 
llamos C, (/), C,U). C¡{!) y. por consiguiente, la solución 
(3) del sistema no homogéneo (I). 

Ejemplo, Empleando el método de variación de las 
constantes, resolver el sistema 


^L + 2x + 4y=l+4l. 


%- + *-!<■■ 




(7) 


Solución. Resolvemos primero el sistema homo¬ 
géneo 


!£■ + 2.v+ ■»/, = (». 

-& + *-<,=• 0. 


( 8 ) 


Derivando la primera ecuación respecto de /, resulta 


d'x , 0 dx 

Tp + 2 -di T ’ <ff 


+«£-«• 


Pero de la segunda ecuación -^- = y —x, P or es, ° 
obtenemos 

^. + 2 * +4í ,_4x = 0. 

De la primera ecuación 4y = — -^j- — 2x, de modo que 


o bien, 


+ a £-TÍ— 2 *- 4jr - 0 ' 

ü*+¿£._ 6x = 0. 
dP ~ di 


La solución general de esta ecuación es: 

x-C^ + C*-». 

Pero, como 

1 I dx 

2 x 4 di ' 


enemos 


U --C,é» + ±C*-». 



( 9 ) 


Sustituyendo Ct por 4C 2 , tendremos: 

,=.C,e ! ' + 4C J e-* I 

y=-C ¡ e» + C ¡ e-*. / 

Esta es la solución general del sistema homogéneo (8). 

Busquemos ahora una solución del sistema no homo¬ 
géneo (7) de la forma 

x = C l (')c* l + 4C 1 (0e-* | 

!, = -C,(l)^ + C,(/) e -« r 

Después de poner (10) en (7), obtenemos 
Cí (()<” + 4C»(f )*-"■*= I + 4f 
-CÍ(')e” + C' J (/)e-" = |f I 

De aquí, 

Cí (0 “ l±iin5Ü e -«, 

Cí(f) =-— e”. 

Por consiguiente, 

C,(/)-^Üe-" + C, 

<+4 

donde Ci, Cj son las consfanles de integración. 

Poniendo en (10) las expresiones halladas de C,(t) 
y C 2 (l). obtenemos la solución general del sistema (7): 

r-C^-MC^-H + C 

g = —C^*+Cje* 5 ' —-j-/ 2 • (l2) 

Obsérvese que las funciones q>i(0= ¡ + l ¡ y <p¡ (f) = 
= — y t 2 forman una solución particular del sistema no 
homogéneo (7). 


( 10 ) 


(H) 


ISO 



Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones dife¬ 
renciales: 


812 . 


4f= 3 - 2 * 


4r=*“ 2 * 


813 . 


814 . 


4L = 2x- 2 i 

dt 
dx 
dt 
djL 
dt 
dx 
dt 


%-= x + 3, j 


-£ + 3 * + U- 


4f--.v + ff = o 


i(0) = y(0)=l. 


815 . 


816 . 


3*-T»-^-7<+7 

^=2j,-a-l 

TT*— 7 * + ff 


817 . 


4f = 2*-9, 

J %- =,x + 8 y 


818 . ^- = z + x 

7T= x +y 

£=«+* 

819 . ±fc=,3x + z 

TT = 3x+y 
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!± = 2x + Sy-2z 
% = 2x + y-2z-t + 2 
82. 1 = 1-* 

±.=X + ,J-2-l+i 

1 = _ J: + Í , + Z + Í ' 
822. ! = . 

l=* + !/ + * + 4 


823. 


824. 


825. 


W= XCOil 

2-3f-(*'+«-') i. 

dx 

ir' 

%-*+*- 3 » 

4f = 3r + 8„ 


■ f' — ;/ — 5* 


■Zy — x 


826. 


827. 


ÉL, 

di 
dx 

sr = 'J 

_ 

di 




*( 0 >’ 


.Jil 

üi» 


„( 0 ): 


. 211 
' 900 ' 


*(0)-6. y<0)-2. 


x (0) = i/ (0) = 1. 


£l + 4-í2- = - 

dl ^ dt 


Ay 


*(0)-l. *7(0) = 0. 
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- = •«*- 5 y 


828 . 

829 . 

830. 

831. 

832 . 

833 . 

834. 

835 . 

836. 

837 . 


du 


£"*+»+' 

Aí=x-2ij + 2l 


llx 

clt 


=.« + 5j» 




4r + 2 $“ l7 *+ 8 * 

13-^- = 53x + 2¡, 

— = !> 


v(0) = 0, i/(0) = I. 

v(0) = -|, y(0) = — 

x(0) = -2, y (0) = 1. 

. x(0) = 2. |,(0)--1. 


4f—3-'+»J 


•/* 


.V (n) = — I. u(n)“0. 


+ 4?- = sen í — 2„ 


2 rfT 

2 «= 6 x — y — 67 - — / -í- 3 


. x (0) — — 2, y (0) = t. 


1^2y-a-l 


x (0) = 2. y (0) = 3. 


dx _ J_ 
di H 

J y _l_ 

~¡7? T 

di 

nuj — nx 


,lx 


du 


nt-li/ 


tx — mí 


llx _ dy _ dp_ _ _ d£_ 




n 

’-y ‘ 


isa 


«£>jcn 



839. 

840. 

841. 

842. 


l dx 

=</- 

-2.VI di 


l dtj 

= ('•< 

+ ly + 2-r 

— /) dt 


di 

_ ilx _ 

j!i ■_ 



l> 2 IX 

21f ■ 

di _ 

-ÉL 

_ ■'» 


t 

X 

m ’ 


•U 

_ dx 

-JÍí. 


*y 

~ iy 

IX ’ 



)' 


§ 19. TEORIA 

DE LA ESTABILIDAD 


I ESTABILIDAD SEGUN UAPUNOV 

Sea dado un sistema de ecuaciones diferenciales 

~ 3 ¡-~ M*i. *«.0 Í' = L2. n). (I) 

Una solución <p,(/) (i = 1,2... . n) del sistema (I), 
(jue satisface a las condiciones iniciales (lo)- «p.o 

(i=l ,2 .n) se llama estable según Liapunov, si 

para cualquier e. > 0 existe un número 60) > Ó, tal que. 
para cada solución *,(/) (/ = I. 2, . ., n) del sistema (I) 
cuyos valores iniciales cumplan las condiciones 

I v, (/„)-?,„! <6 (i=l, 2. n), (2) 

se verifica la desigualdad 

| x ¡(<) — q>, (f)I< * (i'=L2 .n) (3) 

para todos los valores I > h¡. 

Si para valores de ó > 0 arbitrariamente pequeños no 
se cumple la desigualdad (3), ai menos para una solución 
x¡(t) (t=l, 2. n), la solución ip t (/) se llama ines¬ 

table. 

Si, en las condiciones (2). además del cumplimiento 
de la desigualdad (3), se cumple también la condición 

lim | x, (t) — <Pr (Q1 = 0, (£=l, 2, .... n), (4) 

r-*n» 
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la solución ip.{/> (i = I. 2. n) se llama asintótka- 

mente diablo 

El estudio de la estabilidad de una solución «p,(/) 

(/= I, 2.n) de! sistema (I) se puede reducir al 

estudio de la estabilidad de la solución nula (trivial) 
x¡ = 0 (/ = I, 2, .... B) de un sistema análogo al siste¬ 
ma (I): 

-jr = F i(*i. *i . *«• ') (<= 1. 2.n) (!') 


donde F,( 0, 0,,..,0,l)a0 (««=1,2 . n). 

Se dice que x,™ 0 (i = I, 2.n) es un punió de 

reposo del sistema (I'). 

Para el caso del punto de reposo, las definiciones de 
estabilidad c inestabilidad se pueden formular asi: 

el punto de reposo x¡ = 0 (i ■= 1.2,..., a) es estable 
según Liapitnov, si para cualquier t > 0 es posible hallar 
un ó > 0 tal que cualquier solución x,(/) (í = 1.2. 
cuyos datos iniciales x /0 = x,(/ 0 ) 

(/ = I, 2.n) satisfacen a la 

condición 

I Xi 0 1 < ó (f=l.2.B) (20 

se verifica la desigualdad 
I x, (I) I < e (í=l.2 .B). (30 

para lodos los valores t ~S= te¬ 
ta significación geométrica 
para n = 2 es la siguiente: 

Por muy estrecho que sea el 
cilindro de radio e con el eje OI. 
existe en el plano 1 = 1 , un en 



Fig. 24 


torno del punto (0. 0, lo), de amplitud 2p, tal que todas 
las curvas integrales 


.-x.fl)) 
i~ X 1 (!) I 


que salen de este entorno se mantienen dentro de este 
cilindro para todos los valores I $ I» (véase la fig. 24). 

Si. además de la desigualdad (3), se cumple también 
la condición lim|x,(l)|= 0 (i — I, 2.n) la estabili¬ 

dad se llama asinláttca. 





Si para valores de 6 > 0 arbitrariamente pequeños no 
se cumple la condición (3') al menos para una solución 
x,(t) (/= 1, 2, .... n), el punió de reposo del sistema 
x, ss 0 (í = 1.2. n) es inesluble. 


Ejemplo. Partiendo de la definición de estabilidad se¬ 
gún Liapunov. aclarar si es estable o no lo es. la solución 
del sistema 




(I) 


que satisface a las condiciones iniciales x(0)=0, p(0)=0 
Solución La solución del sistema (I) que satisface 
a las condiciones iniciales dadas es: í(í|eO. //(/)■■ 0. 

Cualquier solución de este sistema que satisfaga a las 
condiciones iniciales x(0) = y(0) = y„ tendrá la iorma 

x(/)= x t cos/ — ¡fosen/, 

IJ (/) — i-, sen / + y 0 eos I. 

Tomemos e > 0 arbitrariamente y mostremos que 
existe un número 6(e) > 0 tal que. siendo 
| x 0 — 0 1 < ó, 

I V» — 01 < ó. 

se verifican las desigualdades 

| x(<) - 01=| j^cosí - p„scnf | < a. 

I!/(0 - 0 1 = | x u sent + j/ocost I < e 

para todos los valores I > 0. 

En virtud de la definición, esto significará que la solu¬ 
ción nula «(()■■ 0 del sistema (1) es estable 

según Liapunov. 

Se tiene, evidentemente, 

| x 0 cost —!ío5en/|<|x 0 cos/1 + | ¡fosen/|<|x 0 | + | p 0 l 

| x 0 sen/ + y 0 eosí|<|x c sen/1 +1 p 0 eos /1<||-H g 0 ) 

para todos los valores t. 

Por lo tanto, si |x 0 | + |¡fol< e - también será 
|x 0 cos/ — g„sení|<e 
| x„ sen / + Po eos í | < e ' 


para todos los valores f. 
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Por consiguiente, si por ejemplo se loma fl(e)=-^. 
entonces, siendo |xo|<6 y |¡fol<6, en virtud de (6) se 
cumplirán las desigualdades (7) para todos los valores 
/ > 0, es decir, que en efecto, la solución nula del sistema 
(1) es estable según Liapunov. No obstante, la estabilidad 
no es asintótica. 

Basándose en la definición de estabilidad según Lia¬ 
punov, estudiar la estabilidad de las soluciones de las si¬ 
guientes ecuaciones y sistemas de ecuaciones: 


843. 

■ff-' + L x (0) = 1 . 


844. 

-3T = 2' <*+■). 

x (0) =■ 0 . 


845. 

T7 =-* + '’• 



846. 

£ = 2 + '- * 

0)— 1. 



4t-=*-'3í7 



847. 


. .«(0)- 

¡/ t0)=o. 


II 

1 

X 

1 



848. 


t (0| « 

y (0) = 0. 


2 TIPOS ELEMENTALES DE PUNTOS DE REPOSO 

Sea dado un sistema de dos ecuaciones diferenciales 
lineales homogéneas de coeficientes constantes 

4f =<*„■* +°B¡f 

* • (,) 
-JT = <h,x + a l3 y 

donde se supone 

A = 

El punto x — 0, y = 0, en el que se anulan los segun¬ 
dos miembros de las ecuaciones del sistema (I). se llama 
punto de reposo del sistema (I) o punto singular. 


a,, a ,¡ 


=*0. 
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Para estudiar los puntos de reposo del sistema (1) hay 
que formar la ecuación característica 


Olí — * 

0,1 

Olí 

a Z¿ — ^ 


0 


( 2 ) 


y hallar sus raíces Ai y Aj. 

Son posibles los casos siguientes: 

I. Las raíces Ai y Ai de la ecuación característica (2) 
son reales y distintas: 

a) Ai <0, Ai < 0 Punto de reposo de estabilidad 
asintótica (nodo estable, fig. 25). 




b) Ai >0. Ai > 0. Punto de reposo inestable (nodo 
inestable fig. 26). 

c) Ai >0, Ai < 0. Punto de reposo inestable (punto 
de ensilladura, fig. 27). 



imaginarias: 

= P + '?• *a*=P — i?. 

a) p < 0, q 0. Punto de reposo de estabilidad asin¬ 
tótica (foco estable, fig. 28). 


isa 



b) p > O, q ^ O. Punto de reposo inestable (foco 
inestable, fig. 29). 



Fig. 21 Fig. 30 


c) p = 0, q ^ 0, Punto de reposo estable (centro, 
fig. 30). 



rig. 31 Fig. 32 


III. Laj.raíces son múltiples, Jn = }. j: 
a) Li = < 0. Punto de reposo de estabilidad aslntó- 

tica (nodo estable, lig, 31, 32). 



Fig 33 Fig. 34 


b) = A? > 0. Punto de reposo inestable (nodo ines¬ 
table, fig 33. 34). 



Ejemplo. Determinar el carácter del punto de reposo 
(0. 0) del sistema 


o bien. 


Solución. Formamos la ecuación característica 

0. 

>.’-6* + 7 = 0. 


5 — >. -1 
2 i 


Sus raíces;., =3 + l'2 > 0,;.j = 3 - /2 >0, son rea¬ 
les, distintas y positixas. Por consiguiente, el punto de 
reposo (0. 0) es un nodo inestable. 

Determinar el carácler de los puntos de reposo para 
los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales: 


849. 


851. 


4r“ 3 * + » 

T7—-* + 3* 
* + » 
—2.v — r/ 


852. 


dx 

SI 


853. 


•fr-**-* 

"jf = 3a: -j- 7¡r 

-£-** + »* 


854 . 


dx 

W 


■-2 «+|s 


A- 7.r-3y 


850. 


TT—* + 2 » 


4*., 

dr 


'* + !/ 




855. 


d/ 


'* + 0 


856. 


857. 


TF 


— — Sí 


dr 


= 3p 
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858. ¿Para qué valores de a es estable e! punto de 
reposo (0, 0) del sistema que sigue? 

4r— 3 * + «» j 

-¿f=2* + y J 

Nota. Sea dado un sistema de ecuaciones diferencia¬ 
les lineales homogéneas de coeficientes constantes 

= 2 «r/-v, (1-1.2..n) (n 3* 2). (3) 

/—i 

Para esle sislenia subsisten lipos análogos de disposi¬ 
ción de las curvas integrales alrededor del origen de coor¬ 
denadas (punto de ensilladura generalizado, nodo genera¬ 
lizado. ele). En este caso, si las partes reales de todas las 
raíces de la ecuación característica del sistema (3) son 
negativas, el punto de reposo de este sistema x, sa 0 
(i — I, 2. .... n) es asiutóticamente estable. Si, al menos 
para una raíz de la ecuación característica, la parte real 
es positiva, el punto de reposo es inestable. 

Ejemplo. ¿Es estable el punió de reposo (0. 0. 0) del 
sistema que sigue? 


dz 

17 = 

Solución. Formamos la ecuación característica 
-1 - >. 0 I 

0 ' -2-?.—I =0, 

0 I -1-?. 

o bien, (1 -f X) (X* -f 3X + 3) = 0. 

Las partes reales de las raíces de la ecuación caracte- 
3 

ristica k 2 ., = — - ± ¡~- son negativas. Por 

consiguiente, el punto de reposo del sistema dado es asin- 
tóticarnente estable. 
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3. ESTABILIDAD SEGUN LA PRIMERA APROXIMACION 

Sea dado un sistema de ecuaciones diferenciales 

-^¡r = /i(*i. .*») (/= I. 2.n) (I) 

y sea x, = 0 (i = I, 2, .... n) un punió de reposo del 
mismo, o sea, 

MO, 0.0) = 0 </=l. 2. n). 

Se supondrá que las funciones /¡(jci. x? . x„) son 

diferenciahles en el origen de coordenadas una cantidad 
suficiente de veces. Desarrollando las funciones /, por la 
fórmula de Taylor, según las x¡, en un entorno del origen 
de coordenadas, resulta 

£«W*r +Ki(*,.x» . X„) <Í=I.2.n). (2) 

i-i 

donde a,/ — y R, son los términos infini¬ 
tésimos de segundo orden con respecto a x¡, xt . x„. 

En lugar del sistema (1) consideraremos el sistema 

«“1.2.n) (a,/ «=const), <3) 

denominado sistema de ecuaciones de I"» aproximación 
para el sistema (I). 

Subsiste lo siguiente: 

I. Si las partes reales de todas las raíces de la ecua¬ 
ción característica 


o„-A 

Olí •• 

■ • fll. 



<hi 

o K — .. 


= 0 

(4) 

a, i 

O.J ... 

~ >■ 




son negativas, las soluciones nulas x,~0 (f=l. 2, .... n) 
de los sistemas (3) y (2) son asintóticamente estables. 

2. Si la parte real de al menos una raiz de la ecuación 
característica (4) es positiva, la solución nula del sistema 
(2) es inestable. 
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3. Si las parles reales de todas las raíces de la ecua¬ 
ción característica (4) no son positivas, siendo igual a 
cero la parte real de al menos una raiz, el estudio de la 
estabilidad según la primera aproximación es. por lo ge¬ 
neral, imposible (comienzan a influir los términos no 
lineales de /?,). 


Ejemplo. Estudiar ta estabilidad, según la primera ap¬ 
roximación, del punto de reposo x = 0. y = 0 del sistema 


x = 2x + y — 5p ! , 
y = 3x + y + "y 




Solución. El sistema de primera aproximación es 


x-Hx + y. I 
y = 3 v + y. I 


( 6 ) 


los términos no lineales satisfacen a las condiciones ne¬ 
cesarias, pues su orden es > 2. Formamos la ecuación 
característica para el sistema (6): 

I 2 "' - ' 1 = 0. obten. >.« —3X— I —0. (7) 

I O I — A I r _ 

Las raíces de la ecuación característica (7) + la . 

_ 3 ~ * - 1 . 3 son reales y >.i > 0. Por consiguiente. 

la solución nula x = 0. y — 0 del sistema (5) es inestable. 

Estudiar la estabilidad, según la primera aproxima¬ 
ción, de la solución nula x = 0. y = 0 de los siguientes 
sistemas: 


,i = x + 2y — sen y 1 


859. 


860. 


861. 


862. 


y = — X—3y+i 
i — — x + 3y + x 2 sen y 
y=—X—4 tj+ 1 — cos¡r 
x—— 2x + 8sen ! y 
ij = x — 3y -f 4X 3 
i = 3x — 22 sen y + x 3 — y 3 \ 
y = sen x — 5y + £*’ — l I 


)• 

)• 
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SKI * = -IO’r + 4e 5 -4cosy ! | 
883 - y = 2e'~-2-y + x< r 


864. 


é = 7* + 2 sen y ~ y' 
y = e'-3y- l+Íx»f- 


865. 


866 . 


867. 


868 . 


869. 


x = — y x + H sen2¡/— a 3 // 
Ú•=-•a — 2x + x , — ^ , 

* = § -ve' — 3y + sen a* 

i/ = 2 a + ye" - — y' eos x 

3 — 

Á = :¡ .seiiA —7//(l -//)' -f.v' 

O 

</= Tj-A — 3l/eos ¡/— II# 5 
*-7(e'-l)-9<, + A« 
í = -g- * ~ sen y + y'* 
i — 5 a + y eos y — -j- 
y-3x + 2y + ^-yV 


4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES CON RESPECTO A LA VARIACION 
DE LOS SEGUNDOS MIEMBROS DE LAS ECUACIONES 

Sean dadas las ecuaciones diferenciales 

U’ = Hx.y). ( 1 ) 

y' = Ux. y) + 6(x, y). ( 2 ) 

donde ias funciones / (a, y) y 0(x, y) son continuas en un 
dominio C del plano XOY y la función /(a, y) admite en 
este dominio derivada parcial continua -|£-. 

Supongamos que en el dominio G 

|9(t. j)|<e. (3) 
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Si y = <f(x) e y = $(*) son soluciones de las ecuaciones 
(I) y (2), respeclivamenle, que cumplen una misma con¬ 
dición inicial 

V !„„ = ♦ U,”^ 

entonces, 

(4) 

donde M = max 4[- . 

De la acotación (4) se deduce que, si la perturbación 
de la función 6(x, y) que figura en el segundo miembro 
de la ecuación (I) es suficientemente peqeña en el domi¬ 
nio G la diferencia entre las soluciones de las ecuaciones 
(I) y (2) será pequeña en valor absoluto en un intervalo 
linito de variación de x. 

Esto permite resolver aproximadamente ecuaciones di¬ 
ferenciales complicadas sustituyéndolas por ecuaciones 
elegidas racionalmente que se resuelvan con mayor faci¬ 
lidad. 

Esta última circunstancia puede utilizarse esencial¬ 
mente para ta resolución de ecuaciones diferenciales liga¬ 
das con problemas de la física o de la técnica. 

Ejemplo. Hallar en el cuadrado (?{ — 

— la solución aproximada de la ecuación 

'/ = sen (xi/), (I) 

que cumple la condición inicial 

üU-0,1. (2) 

y acotar el error. 

S o I u c i ó n. Sustituyamos la ecuación (I) por la 
ecuación 

U' = xy (3) 

(4) 

La ecuación (3) con la condición inicial (4) tiene la solu¬ 
ción 

«y 

!/ = 0,le 3 . 


u* 


I9S 



que para Iodos los valores de .re[— j-, -i-j, no sale 
fuera del cuadrado fundamental Q. 

En virtud del teorema de existencia y unicidad de la 
solución, la ecuación (I) con la condición inicia! (2) ad¬ 
mite una sola solución y — y por solución aproxi- 

mada del problema (I) —(2) se puede lomar y = 0,1 • e 3 . 
que representa la solución del problema (3) —(4). 
Acotemos la diferencia 

«* 

donde <p(.t)-=0,l • e T es la solución del problema (3) — 
(4). En el caso considerado /(x, ij) = xt /. por lo cual. 

Según la fórmula de Taylor, 

|scna-a|<-L|ü. 

Por consiguiente, en el cuadrado Q se tiene: 

Isenxi, — x ff |< i ^< :¡I i T = ^. 

Utilicemos la cota (4) lomando e=¿,. VI = max |-£Í-I=-L 

t*. tima I a » I 

Resulta: 

xm ]~T- I]’ 

Fácilmente se observa que la solución ip(.í) del problema 
(I) —( 2 ) no sale fuera de! cuadrado fundamental Q. 

¿Cuanto se diferenciarán las soluciones de las ecuacio¬ 
nes dadas a continuación, si cumplen una misma condi¬ 
ción inicial y„, t = y 0 en los intervalos considerados 
(*o = 0)? 

870 . y' = + **■ 

»' = jífn +** + 0 ’°i Mnj en lo. il- 


isc. 



= „ l+«* 


871. y'^e ' 

872. y' = j3Tdgxy, 

1 / =-- arctgx</ + O.OOle-* 1 en JO, 1]. 


5. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ 

Sea dada una ecuación diierencial lineal de coeficientes 
reales constantes 

<W 1 ’" + fliíf**- 11 4- ... +“ny = 0 

(flo, o.. = const. a„ > 0 

La solución nula y = 0 de la ecuación (I) es asintóti- 
camente estable, cuando las partes reales de todas las 
raices de la ecuación característica 

/(?.)-OoV + a,+ ... +a .=0 ( 2 ) 

son negativas. 

Criterio úe Routli — HuruiiU. Para que tas partes rea¬ 
les de todas las raices de la ecuación (2) sean negativas 
es necesario y suficiente que sean positivos lodos los me¬ 
nores principales diagonales de la matriz de Hurwitz 

n, o„ 0 0 0 0 ... 0 

a, a~ a, a a 0 0 ... 0 

u s a, Oj a-, a, a u .. .0 ■ ^ 


(0 0 0 0 0 0...a„j 

La matriz de Hurwitz se compone del modo siguiente: 
En la diagonal principal se escriben los coeficientes del 
polinomio (2). comenzando por a, y terminando por a„. 

Las columnas, una tras otra, constan de los coeficientes 
de subíndices solamente impares o de subíndices sola¬ 
mente pares. Entre estos últimos va incluido el coefi¬ 
ciente fio- Todos los demás elementos de la matriz, corres- 
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pondientes a subíndices mayores que n o menores que 
cero, se suponen iguales a cero. 

Los menores diagonales principales de la matriz de 
Hurwitz son de la torma 


A, = a,, 


A a = “• “• 

<ij “i 



a, 


0 

Ai-, 

a, 

a. 

a i 


a s 


o. 


o. 

“u 

0 . 

. 0 


a. 

a, . 

. 0 



flj • 

. 0 

0 

0 

0 . 

• «» 


Por lo lanío, la condición de Hurwitz dice: para que 
la solución y ss 0 de la ecuación (1) sea estable, es ne¬ 
cesario y suficiente que se cumplan las relaciones: 

A, > 0, A¡ > 0.A„ > 0. (4) 

Como A„ *= o„A„-i, 1a condición A, > 0 puede sustituirse 
por o„ > 0. 

Ejemplo. Estudiar la estabilidad de la solución nula 
de la ecuación 

ll' v + 5jr"' + 13y" + I9j/' + lO.v = 0. (5) 

Solución. Formamos la ecuación característica 
f (X) e + 5>. J + 13L» + 19?. + 10 = 0. 

Aquí, a 0 = I, a, = 5, a, = 13. o 3 — 19, a, — 10. 
Escribimos los menores diagonales de Hurwitz 



5 10 0 

19 13 5 1 

0 10 19 13 
0 0 0 10 


= 4240 > 0. 


5 

1 

0 



19 

13 

5 

= 424 > 0, 

Aj= | * 

0 

10 

19 


1 19 


1 = 46 > 0, 
13 


158 


A, = 5 > 0. 




Ha resultado que Ai > 0, Aj > 0. Aj > 0, At > 0. Por 
consiguiente, la solución trivial y *m 0 de la ecuación (5) 
es asintóticamente estable. 

Los cálculos se pueden etectuar del modo siguiente. 
Formamos primero el menor superior de Hurwitz A„, des¬ 
pués de lo cual fácilmente se escriben todos los menores 
inferiores A„_i.Ai. Ahora se pueden calcular sucesi¬ 

vamente Ai, Aj, etc. Si aparece un menor negativo, la 
solución es inestable y el cálculo ulterior es superfluo. - 

Estudiar la estabilidad de la solución nula de las si¬ 
guientes ecuaciones: 

873. /" —3/ + 2j —0. 

874. y ,v + + 7 y" + 6 y' + 2^ = 0. 

875. /" + 5/ + 9/ + 5y = 0. 

876. y lv - 2/" + y" + 2//' - 2y = 0. 

877. y ,v + 7 y'" + 17/ + 17/ + 6y = 0. 

878. y'" - 3/ + 12/ - lOy = 0. 

879. y ,v + 5y"' + 18/ + 34/ + 20y = 0. 

880. y ,v + 7 y"’ + 19/ + 23;/' + lOy = 0. 

881. / v + ll/" + 4l/ + 6l/ + 30y-0. 

882. / + 3/ v - Sy - 15/ + 4/ + I2y - 0. 

883. / + 7/ v + 33 y'" + 88;/" + 122y' + 60y = 0. 

¿Para qué valores de a será estable la solución nula 
de las siguientes ecuaciones’ 

884. /" + 2/ + a/ + 3j/ = 0. 

885. / v + ay"’ + 2/ + / + 3y = 0. 

886. / v + 2/" + a y" + y’ + y = 0. 

¿Para qué valores de a, fi será estable la solución nula 
de las siguientes ecuaciones? 


I'J!» 


887. y’" + 0 / + 0/ + y = 0. 

888. y n + 3 y’" + ay" + 2/ + ¡iy = 0. 




6. CRITERIO GEOMETRICO DE ESTABILIDAD 
(CRITERIO DE MIJA1LOV) 

Sea dada una ecuación diferencial lineal de n-ésirno 
orden de coeficientes reales constantes 

o 0 y wl + a,y 1 "-' 1 + ... + a„y = 0. (1) 

Su ecuación característica es: 

/(l)-a 0 X' + a 1 X*- , + ... + o„-0. (2) 

El criterio de Mijáilov permite resolver el problema de 
la disposición de las raíces de la ecuación característica 
(2) en el plano complejo y, por consiguiente, el problema 
de la estabilidad de la solución nula de la ecuación (I). 
Haciendo >. = i'w, resulta 

¡ (la) = u (u) -i- ío (ui). (3) 

donde 

— <?„- 2 u , + a„_,(o*— ... I 

»(<■))“ — «,-»«•’ + ... J‘ 


La magnitud í(iio). estando fijado el valor del pará¬ 
metro a), se puede representar en el plano complejo u, v en 
forma de un vector con el orí- 
* gen en el origen de coordenadas. 

_ _ Al variar <a en el intervalo 

+ °o), el extremo de 
/ x x t este vector describirá una curva 
( 0 v q Ue lleva el nombre de Mijáilov 

V (“8- 35) - 

Como la función u(o>) es 
par. la curva de Mijáilov es 
Fig 35 simétrica con respecto del eje 

Ou. por lo cual, es suficiente 
trazar la parte de la curva que corresponde a la varia¬ 
ción del parámetro <o desde 0 hasta + oo 

Si el polinomio f(\), de grado n, tiene m raíces con la 
parte real positiva y n — m raíces con la parte real nega¬ 
tiva, el ángulo de rotación <p del vector /(i<o), al variar o> 
desde 0 hasta -+- no, es igual ai p = (n — 2 m) -j-. 

Está claro que para la estabilidad de la solución de la 
ecuación (I) es necesario y suficiente que sea m = 0. 
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Criterio de Mijáilov. Para que ¡a solución nula y = 0 
de la ecuación (I) sea estable, es necesario y suficiente 
que, al variar o> desde 0 hasta -f oo: 

1) el vector /(io>) efectúe una rotación en un ángulo 
f = n~. o sea, que dé ~ vueltas en dirección contra¬ 
ria a la de las agujas de un reloj. 

2) el hodógraío de /(ie>) no pase por el origen (0, 0). 
De aquí se deduce que, para que la solución de la ecua¬ 
ción (1) sea estable, es necesario que todas las raíces de 
las ecuaciones 

u (w) = 0, v (w) = 0 

sean reales y se alternen entre si. es decir, que entre cual¬ 
quier par de raíces de una ecuación haya una raíz de la 
ot ra. 

Ejemplo. Estudiar la estabilidad de la solución nula 
jisOdt la ecuación 

!í ,v + »'"+ llT + lf + V-O. 

Solución. Formamos la ecuación característica 

Má) = >.' + >- 3 + «.* + *+I. 

Se tiene, 

I (ííú) = u* — fu 3 — 4or -f fu + 1, 

«<u) = u<-W + I, 
v (u) = —<■>’ + <■> = ta (I — u)(l -fu). 


Trazamos la curva 



(Véase la íig. 36). 
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El ángulo de rotación del radio vector q, = 4 • ~ —(<i— 


— 2m) . De aquí que n 



lidad de la solución nula de 


— 2m = 4 y como n = 4, se 
tiene m = 0, o sea, todas las 
raíces de la ecución caracte¬ 
rística están situadas en el 
semiplano de la izquierda, 
por lo cual, la solución tri¬ 
vial //ssO es asintóticamente 
estable 

Aplicando el criterio de 
Mijáilov, estudiar la estabi- 
las siguientes ecuaciones: 


889. 

V" + 7 u" + 7 v' + 2y =* o. 


890. 

ií , "+V+V + ¡»=o. 


891. 

2j/ ,v + 13//'" + 28//'' + 23//’ + 6// = 0. 

892. 

3i/'v + 13//'" + 19//" +1 1/ + 2 V = 

0. 

893. 

2¡,'v + 6//'" + 9/' + 6//' + 2y - 0. 


894. 

y" + W" + 16//" + 24/,' + 20 y = 

0. 

895. 

|/ v -1- I3// ,V + 43/" + 51//" + 40//' - 

f 12//: 

896. 

!/'" + !/- 0. 


897. 

// ,v + ¡/'" + //'+</-0. 


898. 

!/ v + 3¡/ lv + 2/" + + 3y' + 2y = 0. 

899. 

ff v + ¡/ ,v + ¡/ , " + !/" + i/' + ¡/ = 0. 


900. 

2// lv + II/" + 2I/' + I6/ + 4 i / = 

0. 

901. 

¡/ v, + y v + !/ ,v + y" + ¡/' + í/ = o. 


902. 

2y n ' + 9¡/'" + 32/' + 54/ + 20// = 0. 

903. 

6f/ lv + 29//"' + 45//" + 24/ + 4y - 0. 

904. 

¡<v + y ,v + 2 ¡r + 2 y" + 2/ + 2 y 

= 0. 

905. 

y v> + y 7 + 3 j/ ,v + 2¡/"' + 4//' + 2j, 

+ 2y 

906. 

+ 2/ v + /" + 2/' + / + 2¡/ - 

0. 



§ 20. ECUACIONES CON UN 
PARAMETRO PEQUEÑO 
EN LA DERIVADA 


Sea dada la ecuación diferencial 

= *•(/). •), (I) 

donde r. es un parámelro. 

Si, en un recinto cerrado de variación de t. x, e, la 
¡unción F(l, x. t) es continua con respecto al conjunto de 
sus argumentos 1 / satisface a las condiciones de Upscllití 
con respecto a x: 

I F[t. x,. e)-F(t, ■c„«)l<AM*i-*,|, 

donde N no depende de t, x, e la solución de la ecuación 
(I) es una función continua de e. 

En muchos problemas de la lisica aparecen ecuaciones 
de la lorma 

•4r -/('•*>• ( 2 ) 

donde e es un parámelro pequeño. 

Dividiendo por e ambos miembros de la ecuación (2), 
ésla se reduce a la forma 

4r“ 7 (3) 

de donde se ve que el segundo miembro de (3) es discon¬ 
tinuo para e ■=> 0, por lo cual no se puede aplicar ya el 
leorerna sobre la dependencia continua de las soluciones 
del parámelro e. 

El problema se plantea asi: ¿Cuáles son las condicio¬ 
nes para que se pueda despreciar el término e en la 
ecuación (2), para valores pequeños de |e|, y como apro¬ 
ximación a la solución de la ecuación diferencial (2) se 
pueda considerar la denominada “ecuación degenerada" 

= 0? (4) 
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Para precisar, supongamos que e > 0 y que la ecua¬ 
ción degenerada (<t) tiene solamente una solución 

* = *«• 

En dependencia del comportamiento de ¡(t, x) en las 
proximidades de la solución x = íp(() de la ecuación (4), 
la solución x(t, e) de la ecuación diferencial (2) para 
e-*0, o bien tiende a la solución x = cp(t) de la ecuación 
degenerada, o bien se aleja rápidamente de ella. 

En el primer caso, la solución x = q(/| de la ecuación 
(4) se llama estable: en el segundo, inestable. Precisando, 
si al pasar por la gráfica de la solución x — ip(/) de la 
ecuación degenerada (4). la función 1(1. x), al crecer x, 
estando fijado /. cambia el signo de + a —, la solución 
x = rj>(/) de la ecuación degenerada es eslable y puede 
sustituir aproximadamente a la solución x((. e) de la 
ecuación (2) (fig. 37). 




Si la fundón /(<, x) cambia el signo de — a +, la 
solución x = <p(/) de la ecuación degenerada (4) es ines¬ 
table y sustituir ia solución x(t, e) de la ecuación diferen¬ 
cial (2) por la solución de la ecuación degenerada (4) es 

imposible (fig. 38) 

Condiciones suficientes: 

I. Si <0 en la solución x = <p(f) de la ecua¬ 

ción degenerada (4). ésta es estable. 

II. Si d ' £ >0 en la solución x = <f(t) de la ecua¬ 
ción degenerada (4), ésta es inestable. 

Si la ecuación degenerada (4) tiene unas cuantas so¬ 
luciones x = 9 ,( 1 ) (i = 1, 2.m), se debe estudiar la 
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estabilidad de cada una de ellas mediante los criterios I 
y II expuestos. 

En este caso, el comportamiento de las curvas integra¬ 
les de la ecuación diferencial (2) cuando t — 0 puede ser 
distinto y depende de la elección de las condiciones inicia¬ 
les (del punto inicial (í 0 , Xo)). 

Es posible también el caso semiestable, cuando al 
pasar por la curva x = <p(() la función ¡(I, x) no cambia 
de signo (por ejemplo, si x = q>(í) es una raíz múltiple de 
orden par de la ecuación degenerada (4)). 

En esie caso, para valores pequeños de e. las curvas in¬ 
tegrales de la ecuación (2) tienden a la curva x = q>(/) 
por una parte de la misma, mientras que por la otra, se 
alejan de ella En el primer caso, se dice que el punto 
inicial (lo, Xo) pertenece al campo de atracción de la solu¬ 
ción semiestable x = ip(í): en el segundo, que pertenece 
al campo de repulsión. 

Por regla general, en el caso semiestable no se puede 
sustituir la solución de la ecuación inicial (2) por la solu¬ 
ción de la ecuación degenerada (4). Se pueden indicar 
unos criterios cuando las curvas integrales de la ecuación 
(2). con una adecuada elección del punto inicial (lo, x 0 ), 
se aproximan a la solución x = <p(f) de la ecuación dege¬ 
nerada y se mantienen en un entorno de ella para i > /o- 
Pero esto es justo sólo cuando no hay perturbaciones de 
la ecuación (2). 

He aquí estos criterios. 

Supongamos que en un entorno de la solución semies¬ 
table a =<r(í) de la ecuación degenerada (4) la función 
l{l, x 0. Si rp'(/)> 0, las curvas integrales de la ecua¬ 
ción (2) que se aproximan a la curva * = <p(/) no se pue¬ 
den cortar con esta curva y se mantienen en un entorno 
de la misma para I > la (el punto inicial ((», Xo) tiene que 
estar situado en el campo de atracción de la solución 
semiestable x = cp(/); si (/«. Xo) está situado en el campo 
de repulsión, la curva integral correspondiente de la ecua¬ 
ción (2) se aleja rápidamente de la curva x = q>(() 
(fig. 39). Si 9'(/)< 0. las curvas integrales que se apro¬ 
ximan a la gráfica de la ¡unción x = q>(/) se cortarán con 
ésta, y por la otra parte de la curva x = <p(l) se alejarán 
rápidamente de ella. Si > 0 para ((,</</, 

y q>'(()< 0 para i > t u entonces, siendo suficientemente 
pequeño e, las curvas integrales que parten de! punto 


(lo. Xa), perteneciente al campo de atracción de la raíz 
x = ip(¿), se mantienen próximas a la curva x = <p(<) 
para la + 6 < I < l>, fl > 0; en un entorno del punto 
I = I, éstas se cortan con la curva x = <p(í) y después 
se alejan de ella. 



Pin 39 Fig 40 


Si. en un entorno de la solución semiestable x = <p(í); 
la función f(l. x)< 0, para que sean válidas las afirma¬ 
ciones expuestas hay que sustituir los signos de la deri¬ 
vada <p'(/) por los contrarios. 

Ejemplo I. Averiguar si la solución x = x(l, e) de la 
ecuación 

( 5 ) 

a > 0. que cumple la condición inicial x = x 0 , tiende 
a la solución de la ecuación degenerada x <= fl cuando 
(>/ 0 ys-0. 

Solución Se tiene, 


de modo que la solución de la ecuación degenerada x = f 
es estable y. por consiguiente, la solución de la ecuación 
dada x = x(l. b), que parle de cualquier punto inicial 
(la, x 0 ), tiende a la solución de la ecuación degenerada 
cuando b — 0 y I > l 0 (fig. 40). 

Puede uno convencerse de esto haciendo una prueba 
directa. Resolviendo la ecuación diferencial (5) como ecua¬ 
ción lineal no homogénea con la condición inicial dada 
x Xa, hallamos: 

x (I. e) = (x 0 — rj + 2eí 0 — 2e ! j e •"* + 1 1 — 2e( + 2e ! . 
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de donde directamente se observa que, siendo / > la, o sea, 
I — t a > 0 . 

x(t, t)-+P cuando c-»0. 

Ejemplo 2. Lo mismo para la ecuación 

e 4r ssx < e ' -2 >- 

Aqui, la ecuación degenerada x{e x — 2) = 0 tiene dos so¬ 
luciones: 

1) *=»0. 

2) i = In 2. 

Se tiene 

^L=r,'- 2 +* e ‘>u=-i. 


de modo que la solución * = 0 es estable; pero 


dl(l.x) 


,** — 2 + **') Ir-M! 


2ln2 > 0. 


de modo que la solución x 
rada es inestable (lig. 41). 



F. e ti 


In 2 de la ecuación degenc- 



Ejemplo 3. 

o*. 

La ecuación degenerada (jr — /)’ = 0 tiene la raíz x = t 
de segundo orden. Como en un enlomo de esta raíz se 
tiene /(/. x) mm(x - 1 )> > 0. ?(/)=/ y ?'(/) = ! >0, la 
solución x ■= I es semicstable, y si el punto (/o. x 0 ) per- 
lenece al semiplano que está situado bajo la recta x = l 
(campo de atracción de la raíz x = I), la curva integral 



x = xfí, e) que parle del punió (lo. x») se mantendrá para 
I > lo en un enlomo de la linea x = I (fig. 42). 

Estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecua¬ 
ciones degeneradas para las siguientes ecuaciones diferen¬ 
ciales: 


907. 

* .// 

= x- 

-p. 


908. 

e ir 

= x{f+ 1- 

x). 

909. 

ilx 

E "3T 

= (x 

-I)(x- 

«')• 

910. 

, di 

e ~3T 

= x- • 

-p. 


911. 

„ di 

t sr 

= xl. 



912. 

f — 

’ ,u 

= (X- 

-»)(ln.v 


913. 

,J¡L 

ai 

=(I+JD*. 


914. 

t — 
* di 

= x- 

-1+1- 



§ 21. METODO OPERACIONAL 
Y SU APLICACION PARA 
LA RESOLUCION 
DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 


I. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE Y PROPIEDADES 
FUNDAMENTALES 

EL OBJETO V SO IMAGEN 

Se llama función-objeto una función compleja de va¬ 
riable real /(I) que cumple las siguientes condiciones: 

I) /(I) = 0 para f < 0: 



2) l{t) es continua junto con sus derivadas de orden 
suficientemenle grande en todo el eje I. a excepción de 
algunos puntos en los que /(/) y sus derivadas tienen dis¬ 
continuidades de primera especie, siendo finito el número 
de tales puntos en cada intervalo finito del eje /. 

3) al aumentar I. el crecimiento del módulo de la fun¬ 
ción /(í) no es superior al de alguna función exponencial, 
es decir existen unos números M > 0 y So ^ 0. tales que 

|/(í)|< Afe'-' (1) 

para todos los valores de I. 

El número s» se llama exponente de crecimiento de la 
función /(/). Se llama imagen de la función-objeto (según 
Laplace), la función F(p) de variable compleja p — s + io 
determinada por la fórmula 

oo 

f </>)-} Ht)'-’'dt, (2) 

o 

siendo Re p > s 0 , donde s 0 es el exponente de crecimiento 
de /((). 

I.a condición (1) garantiza la existencia de la inte¬ 
gral ( 2 ). 

La transformación (2). que hace corresponder a cada 
función-objeto /(f) su función-imagen F(p), se llama 
transformación de Laplace, lo cual se anota escribiendo: 

í(D+f(p|. 

Subsiste el siguiente teorema: 

Si /(I) =i= F(p), en cualquiera de sus puntos de conti¬ 
nuidad la función ¡(I) se determina asi: 

0 + 1 » 

/ (0 = -¿7 j e"F(p)dp. ( 3 ) 

donde 

O+í» 0+16 

í e p 'F(p)dp— llm f e p 'F(p)dp 

•i ‘-‘-“Ja, 

(la fórmula (3) se denomina fórmula de inversión para la 
transformación de Laplace). 


14-442 
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE 


I. Propiedad lineal. Para cualesquiera constantes com¬ 
plejas a y p, se tiene 

a/(') + 8S(0=t=af<p) + pG(p) (4) 

(aquí y a continuación se supondrá que /(/) “=-P(p), 

e(i) 4 g(p). 

II. Teorema de semejanza. Para cualquier constante 

a > 0 

; (a/) + ±f(£). (5) 

III. Derivación de la ¡unción-objeto. Si /'(/) es una 
función objeto, se tiene 

i'(t)^pF(p)-H 0).*J (6) 

Generalización. Si /(/) tiene derivadas conti¬ 
nuas hasta el orden n en (0. + °o) siendo /<">(<) función- 
objeto. se tiene 

r <o ■¥p”fíp)- p—/<o» - p’-y ( 0 ) -... -r-"(o). (7) 

IV. La derivación de la imagen es equivalente a la 
multiplicación de la función-objeto por el argumento to¬ 
mado con el signo menos, es decir, 

F'(p)^-tíV). (8) 

Generalización. 

^"'(pMj-U*'*/(')- (9) 

V. La inlegración de la ¡unción-objelo se reduce a la 
división de la imagen por p: 

i 

( io) 

O 


•) Aquí y a continuación, la notación flQ) llene el significado 
siguiente: 1(0) —/(+0) = lim / (*). Del mismo modo. /' (0). ... 
i-* o+o 

.... /<" - »(0) son abreviaciones de los limites a la derecha corres¬ 
pondientes. (Sota del T.) 
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VI. La integración de la imagen es equivalente a la 
división de la función-objeto por t: 


J F (p) dp i=* Lip- 


( 11 ) 


(se supone qne la integral J F(p)dp es convergente). 

Vil. Teorema de la tardanza. Para cualquier número 
positivo t. se tiene: 

/(í-T|^e-"'/ r (p). (12) 


VIII. Teorema del desplazamiento (multiplicación de 
la función-objeto por una función exponencial). Para cual¬ 
quier número complejo X, se tiene 

e’-'Ktyr* F (p —k). (13) 


IX. Teorema de! producto (E. Borel). El producto de 
dos imágenes F(p) y G(p) es también una función-ima¬ 
gen, siendo 

F (p)G(p)r* j l(x)g(l-t)di. (14) 

o 

La integral que figura en el segundo miembro de (14) 
lleva el nombre de convolución de las funciones (factores) 
/(<) >' g(0 y se denota por 

(¡•g) = J/(*)«(< — *)<**• 

o 

El teorema IX afirma que la multiplicación de las imá¬ 
genes es equivalente a la convolución de las / unciones - 
objeto: 

F(p)G{p)*¿(j’g). (15) 

X. Teorema de la imagen racional. Para que la imagen 
F(p) sea una función racional es necesario y suficiente 
que la función-objeto 1(1) sea una combinación lineal de 
funciones de la forma t"’e >J (m es un número entero no ne¬ 
gativo, X es complejo). 


14* 
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XI. Cálculo de la ¡unción-objeto cuando la imagen es 
una fracción racional. Supongamos que F(p) es una frac¬ 
ción racional propia, cuya descomposición en fracciones 
simples es: 

(l6) 


donde Af» r y />* son unos números complejos. Entonces, 


no 


V V e"k' 

-i — (r- I): 

* >-l 


(17) 


será una función-objeto cuja imagen es la función F(p), 
En particular, si todos los polos de F(p) son simples, se 
tiene: 

/(0 = 2.W, e V ( | 8) 

donde = Res F (p). 

»* 

SI F(p) *= es una fracción racional, siendo el 
grado del polinomio A(p) menor que el del polinomio 
6(p) la función-objeto correspondiente a F(p) es: 

W-2 [KpHp-pS'e *|, (.9) 

donde p» son los polos de f(p), n» son sus órdenes de 
multiplicidad y la suma se extiende a todos los polos. 

En particular, si todos los polos de F(p) son simples, 
la fórmula (19) se simplifica y toma la forma 

{•'*'• < 2 °) 

Ejemplos: 

I. Hallar la imagen de la ¡unción unidad de Heaviside 
(función salto unidad) n(<) (fig. 43): 



0 para t < 0 
l para I > 0. 


( 21 ) 
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Solución. Se tiene f(l) = a{»)(<)+n(/— t) + 
-f H (I — 2t)+ ...}. Por el leorema de la tardanza, resulta 

/«)**( 7 + 7 *"’ + 7 í ' ÍP ' + ••')• 

La expresión entre paréntesis es una progresión geomé¬ 
trica con la razón q = e** 1 . Como |<?| = |e-*’| = v" < 1„ 
ésta es convergente y obtenemos 

/«'>+ 

3. Hallar la imagen de la función /(<)=e*', donde X 
es un número complejo arbitrario. 

Solución. 

e íi ^ j' ¡,-WfU di — j di = 



( 23 ) 


si Re(p — J.) > 0. o sea, si Re p > Re }.. Asi, pues, 
<*>■=- 


P-A ‘ 

En particular, si >.= 1, se tiene 
y si A—-I. 

e "'^7TT- 


4. Hallar la imagen de la función / (/) = ch /. 
Solución. Se tiene chf«= * + ‘ —. 

Aplicando la propiedad lineal y los resultados del pá¬ 
rrafo anterior, resulta 

d,, *T(7=r+7Tr)-7^r* (24) 

5. Hallar la imagen de la función /(f) = sen al eos pf. 
Solución. Como sen al-cosfit = y(sen(a + p)í -+ 

+ sen(a—P)/|, el problema se reduce aballar la Imagen 
de la función sen mí. 

Se tiene, 

sen al = (e“" — e _ *“) 

’^ir[j^z¡--j+zr) = p’+ lt > ■ í 251 

por lo cual, 

sen oí eos Pí-4.-i + 0 , + °~f 


y después de unas transformaciones elementales, resulta 
definitivamente: 

sen oí cosflf * fa 4f¿£, r _%. • 

6. Hallar la función-objeto sabiendo que la imagen es 
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Solución 1" método. Aplicando el teorema del pro¬ 
ducto y la fórmula | = sen t. se tiene 

i 

Tjqrijr = • yVr ^ j sen T sen l'“ T > * = 

I 

= 4 J [eos(2 t — 0 — eos/]dx =-j(sení— /cosí)- 
0 

2 o método. Se sabe que sen t *¥ . Por la [órmula 

de derivación de la imagen (8), tenemos: 

— ‘“"‘H-PTTÍ -1FTTF- 

De aquí, aplicando la fórmula (10) de integración de la 
función-objeto, resulta definitivamente 

i 

= 4 = i | / sen t d /=-5 (sen / - í eos f). 

3" método. Según la fórmula (19), 


- J_ TjÜÍL- „ y Res ~¿— 

2aí fi (p ! ,+ D' 


donde la suma se extiende a todos los polos de la función 
(pi ~ ^~ ¡j r ■ teniendo en cuenta sus órdenes de multiplici¬ 
dad. 

En el caso considerado, los polos son: p¡ = i, p 2 = — i, 
ambos de segundo orden, es decir, r>i «= 2 y nj = 2, de 
modo que: 

R es T1 ^ 5 = limjLfif^ilflUim JLf_£!lJ = 
(pÍ+1) z p-*i dp\ (p*+ l)* J p-M dp l (p + i) 2 J 

- lim ~ '> ^ lim iZ ? *> > = 1 e" - 

(p + ‘) B-.I tP+')‘ 


I - ‘t M 
4i * • 


W+')■•' 


!+■< 

4i 



Por consiguiente, 

1 (,)=Res Jpfrw + Res wny = | (**"' 1 - ‘“* »■ 

7. Hallar la función-objeto sabiendo que la imagen es 

F (P)= (p_ i)> (p *+ i) ' 

S o I u c i ó n. Descomponemos F(p) en fracciones 
simples: 

P/ „ 1 _3 i 3 1,11 II 

ypl •»-! 4 </.— I)* ■** 2 (p — 0» 24 7+T 

I P-2 
3 p’-p+l ‘ 

Hallando la función-objeto para cada sumando, obtenemos: 

M“7«'-7 w '+ 7 <V —¿*-‘-í«*co,Hr/ + 

+ 4« 4 «"4'- 

8. Hallar fa función-objeto, si la imagen es: 


* W"-pr+ 4 p* + 3p- 

Solución. 1" método. Descomponemos F(p) en 
fracciones simples: 

c, i i _i l i 

'P' p 2*p-fl 2 ’ p + 3 ' 

Hallando la función-objeto para cada sumando, obte¬ 
nemos: 

f(0 = l-|«-'-je-*. 

2° método. Apliquemos la fórmula (20). 

Como los polos de la función F(p) 


Pr = 0, p 2 =-l, Pj = -3, 



son simples y 

Alj,)* 


se tiene 


‘2p + 3, B(p)=p a + 4p J + 3p. 
B'(p) = 3p 3 + 8p + 3, 


/(O- 


,JÜ£!L 

fi' tp.) 


í ' J +^« w +íW' w = 


4 tai) 


= 1 -4-e-'-4-e-". 


En los siguientes ejercicios hay que hallar la imagen 
de la función-objeto dada: 

915. / 3 -2/ + 2. 

916. /*+ 4< J + 4/. 

917. (( — 2) J i)(í — 2). 

918. le—, 

919. (1 + 2) fe*. 

920. ch’ al. 

921. (I- lj'e'-'n(/- I) 

922. e“‘ sen pr. 

923. <r“ eos 3/ eos 4í. 

924. e* "-‘"sen (/ — a) r) (/ — o). 

925. e“sen(/ + 

926. e a 'cos(< + p). P > 0. 

927. Ü2J-. 

928 . 

929. sen 51 sen 21. 

930. sen 3 2t. 

931. í chí. 

932. (sen/. 

933. eos 2f eos 4/. 

934. eos 3 4í. 
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En los siguentes ejercicios están dadas las imágenes 
y hay que hallar las (unciones-objeto correspondientes: 


935. 

2p+3 

p’ -Mp’ + Sp ’ 

944. 

936. 

p’ + a’ , 

jp(° es una con¬ 

945. 


stante). 


937. 

ki 

7*" 

946. 

938. 

2 

(P- IHp-31 • 

947. 

939. 

3p + l9 

2p + 8p+i9 • 

948. 

940. 

1 

fp’ + p+n» • 

949. 

941. 

1 

(P-I) 1 (P + 2I • 

950. 

942. 

2p’ - 2 l^lp 

P‘~3p' + 2 • 

943. 

1 

P'+ P+ • 



i 

p' — l ' 
pe--’ 
p’ + i ■ 

J* 

c~ » 
p’ + 9 • 

P’ + 9p’ + 27p + 25 
<P + I) 1 <P -t- 2)’ ■ 
2p + 5 

p ! -6p+ 12 ' 

I 

P' + 2p* — 3 * 

3 

—T P 
e ~ 

P’ • 


2 ECUACIONES LINEALES DE COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea dada una ecuación diferencial lineal de segundo 
orden de coeficicnles constantes 


x'(/) + a 1 x'(0 + a f *(0 = /(/). (I) 

y las condiciones iniciales x(0) = x* *'(0)= x¡. 

Se supondrá que la función /(/) y la solución x(l) 
junto con sus derivadas hasta el segundo orden son fun¬ 
ciones-objeto. Hagamos las notaciones: 

x(/)^AT(p). f (0 =r= E (pl- 


Para la ecuación (I) y las condiciones iniciales (2), 
la ecuación operacional tendrá la forma 


(p* + a,p + a,) X <p) = F (p) + Xo(p + a¡) + x,. (3) 

Resolviendo la ecuación (3), hallamos la solución ope- 
racíonal 


X(P) 


F lp) + (p + a,) + X, 
p‘ + a, p + o, 


( 4 ) 



Hallando la función-objeto para X(p), obtenemos la 
solución de la ecuación (I) que cumple las condiciones 
iniciales (2). 

Análogamente se puede resolver cualquier ecuación de 
n-ésimo urden de coeficientes constantes con las condicio¬ 
nes iniciales para / = 0. 

Ejemplo I, Resolver la ecuación 

** — 5*'+ 4*— 4, í( 0) = 0, v'(0) = 2. 

Solución. Como 4 3= -j y como, por la condición. 
*» = *(0)= 0 x, = x’(0) = 2, la ecuación operacional 
tendrá la forma 

(p*-5p + 4)*(p)~¿ + 2. 

De aqui. hallamos la solución operacional 



Descomponemos el segundo miembro en fracciones sim¬ 
ples: 



Pasando a la función-objeto, obtenemos la solución bus¬ 
cada: 

*(/)— l-2«' + o« 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

x" + 4*' + 4x = 8e- a , .v (0) = I. y'(0)=>l. 

Solución. Como 6e~ 8 ' + 2 y según la condi¬ 
ción .t 0 .(| = I, la ecuación operacional tendrá la forma 

(p 5 + 4p + 4) X(p).= + p + 4 +1, 

y, por consiguiente, ia solución operacional será: 


y (ni — p ’ + ~p + 18 
X{P >~ ■ 



Descomponiendo el segundo miembro en fracciones sim¬ 
ples tendremos: 

+ ñdb? + ÍTT- 

Pasando a la función-objeto, obtenemos la solución del 
problema planteado: 

x (/) = 4(=e-" + 3 le-' 1 + e- a . 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

951. x' + 3a: = e~". x (0) = 0. 

952. x'— 3x = 2l 3 + 3l 2 + 2l+ I, x(0) = -l, 

953. x' — x = eos I — sen /. A- <0) = 0. 

954. ,v'+ x = 2sení. jr(0) = 0. 

955. 2»-' + 6* = x (0) — -1. 

958. ,v" + 4x' + 3í= I. x (0) = 3. *'(0)=.-2. 

957. *" - 2.v' + 2x = I, x (0) = i. a' (0) =- 0. 

958. x" — 5x' + 6x = 12. x(0) = 2. x'(0)-0. 

959. x" + 3x’~ I - 0, .v (0) = 0, x' (0) = i, 

960. v"-2v'+I =0, *(0) = .r'i0) = |. 

961. *"+3.v' + 2.v = 2/= + I. r(0) = 4. v'(0)=-3. 

962. v" - 2.v' - 3.v = 3 + 71 + 3/'. v (0) —= x' (0) = — 1. 

983. i" - 7 ¿ = - (14/ + 5). x (0) = 2. (0) = 8. 

964. v" + 2.v' = 6/ : . x (0) = 0. *'(0) = |. 

965. x" + 6jt' ■= I. x (0) = 0. *' (0) = - . 

966. x" + * = 2e'. a (0) = I, a'(0) = 2. 

967. 7x" + 14a' = (/--!■)«-»', je <0) = 2. x’(0) = 

968. x"-4x'+ 4x = U- De». .v(0) = 0, *'(0)= 1. 

969. 4x"-4x' + .v = e T , x (0) = —2, ,v'(0)= 0. 
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970. x" + üx’ + 2x = e-'+e- 1< , x (0) = 2. a'(0)=-3. 

971. .«"- A'-6A = 6e" + 2e- a , .v(0) = 0. a'(0) = |. 

972. .v"+4A' + 4.v = / l f- í '. x (0) = x 1 (0) = 0. 

973. x" — a' = 2 sen I, a(0) = 2, a'(0)=0. 

974. v" + 9* = 18 eos 31. x (0) = 0. a'(0) = 9. 

975. x" + 4a = 4 cos2/ — i sen 21. x (0) = 0, *' (0) = j. 

976. a" + 2a' + 3.v = (cosí, a(0) = -{. a' (0) = 0. 

977. a"-2a' + I0a = cos3/, a(0)=I, a'(0) = ^-. 

978. ,«" — 4a' + 5a = 2e" (sen I + eos /). A (0)-= I. 

,v'(0) = 2. 

979. a'" — a" = 0. a (0) — 1, a'(0) =3. a" (0) = 2. 

980. .v"' —4.1'= I. a (0) = 0, a'(0)=-1, a"(0) = 0. 

981. a'" + a" — 2.v = Se*, a(0) = 0, a'(0)=!. 
a"(0) = 2. 

982. v" + .v = »l / 2scn(f + -2-). t(0) = 0, t'(0) = -4. 

983. v" + 4 a = 2 eos*/, v (0) = 0. a'(0) = 0. 

984. *» + .*' = I. v(0|=0. v'(0) = l. 

3. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Supongamos que se necesita hallar la solución de un 
sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de coe¬ 
ficientes constantes 

w =a < x + &,!(+;,(/) 

- 37 - =• ojA + lt,y + /j (/). 

que cumple las condiciones iniciales 

a (0) = Aj» IJ (0) = !/<i- (2) 
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Consideremos las imágenes de las íuncliones incógnitas, 
de sus derivadas y de las funciones f¡(l). hU)- 

x(t) = X(p). y (i) = 1' (p); 

*' (0 * pX (p) - x 0 , y' (/) == pY (p) — y 0 ; 

F,W + F,(p). I,(D^F,(P) 


y formemos el sistema operacional 

pX (p) — a,X(p) + b,Y(p) + F, ( p) + .v 0 1 

pY (,a) - a,X(p) + b,Y(p) + F,(p) + y a i' (3) 

Este es un sistema algebraico lineal de dos ecuaciones 
con dos incógnitas X(p) e Y(p). Resolviéndolo, se halla 
X(p) e Y(p), y pasando luego a las funciones-objeto se 
obtiene la solución .v(f). y(l) del sistema (I) que cumple 
las condiciones iniciales (2). Análogamente se resuelven 
los sistemas lineales de la forma: 


dx, 


T = '£t °*i=eonst; 
* k (0) = *l 


(*= I. 2. n). 


Ejemplo. Hallar la solución del sistema 
#— 7* + » + 5 I 

-íf = -2x-Sj/-37í )' 


que cumple la condición inicial x(0) = 0 , i/( 0 | = 0. 

Solución. Como 5 , — 37/ — ~y x$= Po=0, 

el sistema operacional tendrá la forma 


pX(p)'=-7X(p)+Y(p) + j I 

pY(p) - 2X(p)-5Y(p)—Z, )' 

Resolviéndolo, resulta 


X(p) 


5p* + 25p-37 
p-(pr + l2p + 37) ' 


») = 


- 47p - 259 
p’[p- + 12p+37¡ ' 
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Descomponemos los segundos miembros en fracciones 
simples 

v < 1 1 p + 8 

Xlp) 7 F“ p*+l2p + 37- 

V/„, _ 1 7 P + S 

y <P)—p p> p*+12p + 37 

o bien 


A r W =l_^- 7 -£+*L r . 

y / n \ _ ' 7 pd-6 ,_ I 

' P) P P 7 (p + 6)'+l + (p + 6)'+l • 


Pasando a las funciones-objeto se obtiene la solución 
buscada: 

*(<)=!—< — c~ u eos / 1 

y (/)«=! — 7/ — e~ 6 ' eos / + e- 6 ' sen í )' 

En los siguientes ejercicios hay que resolver los sis¬ 
temas de ecuaciones por el método operaclonal: 


985. 




ÉL 


+ X: 


986. 


987. 


988. 


989. 


4r + *- 2 !'- 

ÉL + x + Ay = 

Jx 

-7T = -'J 
1 = 2 (* + ») 
# + ^-* 
1-2-4 
! + *-! + «' 


l + ? = í + e' 


*< 0 )- 2 , y ( 0 ) = 0 . 

*( 0 )-tf( 0 )=!. 

x(0) = y(0)=l. 

. x (0) = 2. y (0) = 3. 

*(0)=y(0)=i. 
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x(0) = j,<0) = 0. 


990. 


*w+2r+*y=™‘ 

dx 



dt 

=y — z 

991. 

dy 

dt 

=x + y 


dz 

dt 

= x+ z 


dx 

dt 

= 4¡i + z 

992. 

ÉL 

dt 

— z 


dz 

dt 

= 4y 


dx 

di 

+ 2 % + 

993. 

dx 

dt 

+ % + * 


dz 

ir 

1 

to 

1 


*(0)=!. j((0)=>2, z(0) = 3. 


. v(0) = 5. y (0) = 0. z(0)=*4. 


x(0) = i/(0)=[. 

z(0)--2, 


%~%--2x + 2y=\-2t 


994. 


& + >% + *-<> 


x(0) = ,,(0> = 
■= x' (0) = 0. 


995. 


d'x 


996. 


d'x 

— = X ~ 4 ‘J 
d*y 


. x(0) = ¡,(0) = l. x'(0) = 2. /(0) = 0. 

x<0) = 2, i/(0) ■= 0. 


997. 


= -* + » 


—+ -^-=e'-j 
di' + dr J 

di' + di 1 


x' ( 0 ) “ — j /3 , /( 0 ) = -^. 

x (0) -= I. y (0) = 0, 
x'(0) = 2. i/'(0) = — 1, 
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998. 

999. 

1000 . 


~¡TT + •* + // = 5 

T¡fr- - 3 i 

-^-+4 W + 2 J : = 4I-t-l 


x (0) = y (0) = x' (0) = 

= /( 0 ) = 0 . 


. x(0)=y (0) = o. 


^- + W - 2*-0 

4- x — 2y = — Se* sen ( 


. x(0) = 2, y (0) = 3. 



RFSPUESTAS 
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41. Véase la Iig. 43. 47. Véase la Flg 
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43. Véase la llg. 30 SI. Véase la Iig. 



220 


flg 45 


Si s s ¡s s 







231 




69. 2,337. 70. 20.77. 76. y, (,) -0: y, (x) - + -j-¡ y, {*) — 

- <33 - H* + 42* 1 - 7x* - 2 jc'). 77. y»(x) = 0. 

+ ’8. !iW-l: 9i(x)“ I + * + -^-1 ViW — 

= l+x+x> + -£. 7». y a (x) = 2. y,(x) = 2 + x--|x s ; y a (x)- 


-2 + l + x'-4>’-^í-. 


O. y a (x) = 2: íf, (x) = 2x - ln x; 


y 2 (x) — 2 + ln*x. 81. x + y * C (I — xy). 82. x* (I -i- y 2 ) — C. 
83. (x+y)<x-y-2) + 2ln|-jÍí-|=C. 84. y-IglnCx. 

86. VT+T' + Kr+F-C. 86. l'i^T'+l'i -y ! -l; y-l. 

87. e ‘-C(l-e-«). 88. y — l. 69. o* + o - * = C. 90. 1 + 4» = 
-CO+X 1 ) 91. (|+y, í -»_|„l±£l + |_x.92.i.« , ‘-e‘'- 

-ln/¡T7-«rclgy = C. 93. (x 3 -2x + 2)(y* + l)/»"•«*'-C. 
94. x + C-clg(ü-=^ + -£¡. 95. »(ax + »y + C) + o-C«*'. 

96, x+y = atg/c + X). 97 . c + - = ln|lnx!. 98, ln r'l/rr T T 
V a! y I y+Vi+r I 


\ al y ' ly+M+y'l 

“-¡-== 5 - + C. 99. 2xV-3 a *x* + C. 100. —!-— ln x = C. 

r I + *’ | I - xy 2 

101. C»' — <* "*». 102 . 3x ! -I2x + 2x’y’+6xy = C. IM. ■£-- 

-X. + 2X+ ¿ _±L- C .,04 .x-l£ ± £q^ + !i ± í>^ + 
+ C (n — ray. — i, y — m — I). 105. y’ — Cx - ln x - I 


106. 2x’+(2xlny+l) ! — C. x-0. 


107. y-u+- 


108. y-a-tgj/^-1 . 109. In | Ig ^ | - C - 2sen , 

y = 2n*(* = 0. ± I, ±2, ...). 110. y' — 3y. y = — 2o“ 


111 . f y di—> a* ln—, y - —(hipérbola). 112. -¡£- =20+¡ 

j u a — x a/ o 

y = /7S.|0cm/. 114. m-íl-** 

PoPi ln -5*- 

"»• «w" TT5^ t “=*(r-T 0 ) 

f 

7 = 20 + 80 (i-)“ = GOmia 118. »=«í; y = C*". 119. 
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s = 25-2 a . 120. 18.1 h¡; — = í(i- - ^j-), donde k es el coefi¬ 
ciente de proporcionalidad. 121. 5.2 kg; ■~ = kx ^ 1 — ^-j. 

122. xp = C. (C + 0). 123. 0.82 kg. — M (s + 6). 124. 32,2 min. 
125. r — -^x; 864000 cal: 4~ = — Ta"- >londe Q — const. 128. y = 0, 


3 ' ix kA 

para o < 1 la solución es única. 


130. 0 = -j-(2-i + l)* + 


+ C(a°0. a 1. ± 2 ....). 131. p —C. 132. y = (— I” (* are sen * + 
+ H -x') + mx + C. (n — 0. ± I, * 2 . ...). 133. p-e'+C. 

134. p-.-wx + C. (n = 0 . ± I. ±2. ...). 135. p = x(lnx- 1) + C. 

136. p — xarctgx—-i-ln(l + *') + n-ix + C. (-1 = 0. * I. ± 2....) 

137. y — are sen --j + 5n. 138. y — are clg + pl=J + 3n. 

139. j|= 2 arctg(l — jjsj+y*. I« 0 . y— i are Ig (-j+arc Igxj+'J-’'- 

141. 0—0. 142. 0 — 1 . 143. 0 —-.x 144. y — are ctg •— + ^- X 
145. y 1 — 3*0 + 2 * 1 — C. 146. 2Cu-C‘*>+l: y-±x. 

147. (x + 0 ) (*» + 0 J ) - C. 148. <p- *)‘( 0 - 2 *)’-C (0 + 2 x)\ 

149. C ( 0 1 - x ') — 0 *. 
pl.tKjgTÍ 

- Cx’e * 

163. x ! - p' + Cy\ 


ISO. 0 ’ = C« 7 . 151. 0 + V'y‘ - *' — 

152. / 0 * + 3cxp* + 36**0 + ox’ - C. 
164. p ! - x In Cy'. 165. C’x' — I + 2 Cy; 

lx±f 


C*-x' — 2 C 0 . 156. (x—I) (3* + 2 p — I) — C. 16 7. x + 0+ 1 -Ce 3 . 
158. (x + 0 - !)*(*- 0 - l)'~C. 169. l'x'p' + l-Cp'x’-l, 

160. plx'p-l ) 1 — C. 161. arclg-^-=- 5 -ln(*’ + 0 *) + lnC. 
102. *’ <*>g + \'\ + *V) = C. 163. (0 - 2x + 3 ) 1 - C (p - x+ + 0>. 

164. * + 3 p-ln|x- 20 | = C. 165. y - I - x+ Ce ‘ + * _l . 

166. (x + p —l)' + 2x = C. 167. sen x + 2p In | y | - Cp = 0. 

-»™22_ i/jí 

168. x = Ce '. 169. CP x* + g'— p> + 2x*. 170. ye > — C: 

x = O.171.x' + 0 > —Cx.l72.0-l(cx'-*—1* I+ *J. 173. Paribola 

0 »— 2 C* + C’. 174. p-l^Cx’-i). 175. x ¡ + p 1 - Cx‘. 

176. 0 —Ce _, 1 +-j( 2 * í + 2 x-l) 177. 0 = C VV + 2 x - I + X. 

178. 0 = CInx + x 3 . 179. 0 = C»'|a’-x ¡ | + *. 180. 0 = C^T + x*. 
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181. »-C(x + l) ! + i(,+ n*. 182. r-Ssen'l + Cí-»*». 

183. y = (x* + C) 1*4. s, o. -yyj- + -j. 185. y - 2e" Mn * + 

-+- sen x — 1. 186 . y =» Cx In x -f- V x . 187. y 3 = C** -f x 5 . 

_ 

188. y' = cVH + K7+7. 189. -j- = 2 - y> + Ce 

190. y = e* + *' + Ce*. 191. y = —xcosx + Cx 192. .i—Ce*'+ i-. 


193. x’ + y’ — a ! — Cy. 194. Jj- = Csenx + x. 195. x’ —Ce'-y—2 
198. — — Cl 
198. 


vwrfrr l * 7, x»irñ> + **■ 

199. J--„i<x+l)‘ + C(x+l>*. 200. y< + 2x'y* + 2y» —C 

201. X-yl»y+£. 202. 9-^+x*. 203. 9-_£_. 

204. seuy—x+Ce - *. 208. le |— Ce~‘~x+ 1. 208. ¡,=(x+l)“(C+«*). 


207. (f(x)-C* * 208. Igy- (c + -yje"’ 209. y-senx. 

210 . 9 —eos KT 211 . „- 2 M »*. 212. 213. 

214. y —nrctgx. 218. y— e"+cos-j. 216. y—x - *. 
217. x" + x 3 y' + y- - C. 218. x* + 3x'y’ + y* — C. 219. KxM- y' + 
+ ln|xy| + i-C. 220. x 1 tgy+y’ + £ - C. 221. x»y+x»-y*-Cxy. 

222 . *' + £ -C 223. x’ + y'-x'-xy + y’-C. 


224. yC'l+x’ + x’y —yln|xl — C. 225. P X* + y> + — C. 

220 . xscny - ycoax+ In| xy| — C. 227. tg xy — eosx — eos y — C. 
228. y — X. 229. seo (ex +■ my) + eos (mx + ny) — C. 

230. are sen Vx*-+~jp + *rc sen + « y ■■ C. 23!. sen-j- — cos*^ + 

+ X - — — C. 232. (x* 4- y*)* + 2<r (/-*>) - C. 233. 1 + y'-x'-Cx. 

y 

Mi - (| yi — ~ x* y ‘ M>“-JT- 2M - xy>-2x'y-2-Cx. 

235. xy* (x 2 + y') — C. 230. y§=^f-C M - 
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x--£ = C: n=Jj-. 238. xln|x|-p=.= Cx : p--^. 

, 5 are tg x+2xg = C, i = 0; p = j-^j¡. 240. y'+x- (ln «—I) — Cx’; 
241. 2e* sen y + le* (x — 1) + e* (sen x — coa x) = C: p — a*. 


!. x‘~j — 3xy — C; P--JT- 243. (x + g')' C » i - g>; 

_1-K,. 244. g —4 + C.»-C«'-X-L 245. (g-C)‘=4Cx. 

i. (y-O' — x 1 . 247. InCg — x±2e ? . y — 0. 248. xg—C.x’g —C, 

g = -|x'+-¿" »“*'• 250- P-2.H + C g=-x> + C. 
. 4e“ 3 - (x + 2) T + C. 252. g = -y- + C, g - - -£+C, g-C«'. 


x-.P(p + l) + C 1 _ ft 2M 

y - pV ) 

x “ In p + sen p. 
g C -t- p (I + sen p) + eos p J’ 


T v -> » 2 1 ’ » v 

X —ln|lnp| + r^- + c 


Inp I 

x - p’ - 2p + 2 | 

g + C-§p>-p> )• 


(ln p+ D a 


g —p- ln p 


x + C —2atclg p—ln 


l + l' l-P'l 


’ g ® are sen p + ln (I + P 1 ) 
g-a 


"-" + C l; g_I, 210. *** 

g-tp-ljí") J. 

f -C + .'(' + I) 

g + C=±(l'x— + .rcsen»'7). 2»2.'"“ C “^ usen , ( j. 

...» + c ) 
y •= a sen* / » 

x —— ^ + ln | [ • "{ ■[— 2«clg/ 
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x=p + sen p 

C = -^-p' + psenp + co5p |‘ 


x + C = In I p I + sen p + p eos p 
y = p + p’ccap 

C_ 1 

r .280. ri= 
,_i£ + l„p_2 P”l 


}. 267. 1 
J P 


x = 2Cp — Inp —2 ' 
V=Cp‘ — p 


i=2(I-p) + Ce-<’ 
p = |2(l-p)+C<->’](l 


+ P) + P’ }' 


c coi p sen 1 

" P* P' P 
2C 2cosp . 


: p-0. 271. 




Cp’ + 2p - I 
“ ÍP’ÍP-I)’ 

Cp’ + 2p - I | 

a (p — i)» “7 

273. p»Cx+-£ 


4p>-27ax*. 274. y-----; y-Cx+C>. 276. p = Cx--££Í¡ 

(p + l)*-4x. 278. y - Cx 4- a V I + C 1 '. x» + y’ - a’. 277.p = Cx+ 
* i. i. 

+ y====; x T + p s =o*. 278. x-Cp + C»; 4x = -p>. 

13 3 


270. 

xy—± a'. 

280 . x ’ + p 3 — o 3 . 

261. 

p + xp'-O. 

282. 

x'+ y’-’lxyy’ 

— 0. 

283- xg'-plnp’. 284. 

P , ’+P 

—xp‘ + p—0. 

285. 

IT- 2g' + (f«a 

288 . pp-’ + 2xp'-p 

= 0. 

287. p"' = a 

288. 

v-' + yV- 

a 

280. p' , -(l+p' ! ) í . 

290. 

p*-p-ft 

291. 

P' + P-O- 

292. 

p*_2»x-»* (5 >0). 

293. 

x' + np'-C. 

204. 

2x + ap>-C. 

205. 

sen p —»e - '. 298. p> 

-2 5x. 

297. xp — C- 

298. 

y o ox. si * — 

*-?=2—r** 2 -™ 

x’+p'= 2 »x. 

300. 

xp 1 “ b. 

301 

p = C(|— cosip). 

302 

. p — Ce *. 

808. 

y’ = 4x+4. 

304. 

p = 0. 305. p = 0. p = 

4r x> - 

306. No hay 

soluciones singulares. 

307. o = 0, y=a 

sos. 

4p + x» = 0. 

309. 

4xp ! = — 1. 310. p = x — —, Sil. No hay soluciones slngula- 

res. 

312. p = - 

X* 

4 

313. y =0. y — 

!x. 314. p=±l. 
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317. 


315. tj=±2e ? . 316. y — x, y«= — -y. 




318. i ay' + Cy K I — SI 1 . 319. 4r“ i- TTC' 320 ' ¡' = C ^T Í+ 
+ cosx. 321. i, 1 -" -2senx + + Ce 1 — 11 322. x--6,V+ 

+ y'= C. 323. I5x’y - 24xy ! - I2x> + 2y s = C. 324. 6y + 12y‘ - 
-9x!y’ + 2x 5 = C. 325. 2 + xy In 1 x — Cxy. i> = 326. y = 

— Ce - '' + (sen x — x eos x) e - * 1 . 327. (C — 1n | x (I (1 — xy) — 2. 

328. x-C. ! *+iy’ + -jy + |. 329. y+C«2x — -y- + 2ln X 

X|l-x|. 330. x* — Cy’e y 4* 2*»» -f ?y + I. 331. y‘= Cx* + x\ 
332. y(y-2x)' = C(y-x)>. 333. y - C (2x - I) + i. 

s»*s . . 

834. x + y- . 335. ln|lg-|.| = C-2cos-j. 

336. y-C(3x’-2x) + -j-. 337. y’-Cx’ + x'. 338. x + C = 

— - y | ox + *y + c — ■j/ r X» , clg[|/-|- , g (ox •+- iy) + .]), 

339. x + ye' — I + f. 340. In|x|-^j—C. 341. 1n|2x — 2y+5| — 
-2(x + y-2)-C. 342. x*y + 2x-Cy. 343. x’ + y’-C» - * 

M4 - T y» - y + i ~ (‘ rClg TT + ‘ rC,g ^T~) “ C - 
348. X —y'(l + Ce~). 346. sen t+2y ln | y |~ Cy —0. 347. Se -3 ' — 
-Ce - "-2e'. 348. x* + y*= C(x 2 + y) 349. i._£ + _¿ T , 
n,¿—2. 350. xl / “x 5 + yV'r+y I +lnlx+Kr+T’l + 

+lo|y + V'T+y 3 | — nV'T+V+lnln + l'T+ñ’l 351. |y-|< + 


4 -¿•(4a , -34'Mn|7(x + y) + a ! +6'|=C. 352. y’- Cx’- 

353. xe T =C. 381. y-(x-3)e' + 4 + 2* + 3. 

1 + o C x* * \3 

382. !í —735 + C|** + CjX* + c,x + C,. 383. y = -¿j- ln X - x* + 

+ - ¡ g---f + -¿. 384. y - - sen x + C,x= + C,x + C r 
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M5 - y - I2^X 2>- + ' I 2 T ^ »“• » + = C,) + 


+ -^(. + r,,3 


, + C,=±ln|/|+Í, 
v+c,=i/+¿. 


387. y^O + Cninlx + CJ-C^ + C,. 
3 


. * = !T' 


389. u 


-(C.r-Ci), 1 - *'+C» 390. i/ + C, =■ In j l(¡ (y + C,} |. 

'}■ 


* + C, — ,(2 In, — I 
y + C| — z 1 (n , 

t-y". 


391. y — C, + C,x - son (» + C,\ 392 

í-í'+l I 

*-*■ '” 3 ' y-±*+C,x>C, I' 

390. ,j-C,x(x-C,) + C,. „-J!¡L+r.. 

395. y-C,{x. c '~ i. e '*)+ C* .ios. f + C»-»'(*+I) | 
C| ' </+C,=.o>í' I’ 

*-/ 397. y-jx'V 398. |/-ch(, + f,) + C t . 

390.1,-,. 400. »-_2(rr+3+ l)í-’~. 401. y — 

“'X |'* (-J-+ j)|. 402. y — x- 1‘ te' - I + In 2. 403. y- 

-72l' , + fix') + C„ln|,| + C,, + C, 404. x-Crf + Ctf + C, 

, i , - 

405. # -C, + y(r + C,l J -yC,(, + C,| : ' 406. V ~C, + C,* + 

+ C,ln,-±. 407. 9-C,-l/í^, 7 + .ic„Kr^TM 
+ T C,arcson,. 408. y ~1 , i n |, | + C, In | , - i | + C,x + C„ 

409. C,y>- l_(C,, + C,)>. 410. y — (, c ' +, C, ) 

4". » = (y+l)\ 412. .u-r-.l., Vci + ^-C, 

' ' _ C ' | l'cí + oo' + C, 

413. 3, + C¡ — 8 Ve, + V~yíYJ-2C,). 414. C¡(,-C,)- 

415. (3 — C,)' = 4C S [y — CjV 


-ar^C ,» 3 + l) V C a a -I. 
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416. y = \'2x — k*. 417. y =» 418. C,x + C, = In | 

419. y =* C 2 e c,x . 420. y *> — In | x — 11- 421. y eos* (x + C,) «- C 7 . 


422. y =» — Incost.» + C|)+ C¡. 423. y 
425. y = In (I + <•’*) - 2í. 426. 

427- (I + C,)»+<» + C,)’ — 9. 428. 

*»<l> + llf» 


429. 


430 


C,í 3 . 424.!,=*. 

y = a aresen i' ,+c + C 9 . 
*— I +p(2ln p — I) I 
y = y*lnp /' 

i. y-C,,^ 


- In' <*C. In x+C, 


■) 


431. . 11 * ^ — ( X es la distancia del cuerpo hasta el centro 
de la Tierra) l — 122 horas. 432. m » —r*. ** — + C|¡ 

a .-±_43, = 

M. 434. Cx-y 7 *" 1 (* + C,)* + 

4 . (J, 4 - C,)' — R. donde #= consl. 436. Si. 437. No. 438. No. 
439. Si. 440. SI. 441. SI. 442. No. 443. No. 444. No. 446. No. 
446. No 447. No. 448. No. 449. No. 450. SI. 451. No. 452. I. 


453. — j <* 4* 0). 454 . 0. 

458. --L-. 459. . r . 

V 2 21 a’-*’ 


455. 456. 0 . 457. - 8 sen**. 

(|*|<n). 460. 0 . 461. 0, 


462. I-Itl* I* > Ok 403. 1*4* 0). 464. 

465. - 2 e'“ 466. I. 467. I 473. y" + 3y'+ 2y = 0. 

474 . 2j f - 3y‘ - 5y = 0 475. + 3y" + 2y’ =0. 476. y lv + 2y" + 

+ 2y = 0. 477. y’" — 0. 478. y* - 3y' + 2y - 0. y ~ C,*' + C,»“. 
479. y" - 2 »' + y =0. y — C|«' + C,.<e' 480. y" - 6 y' + I3¡, =0. 
y = y 3 * (C| eos 2* + Ci sen 2*). 481. y'" - 3y* + 3y - - y = 0 . 

y (C, + C,* + C,**l e* 482. ¡,'- 1 ,- 0 . 483. y~ — y- — 0. 

484. y" + 4»' + 4y=0. 485. y" + 9y=0. 486. y"- 0. 

487. y"' - 6 »"+ 11»'-««—O 488. y— - 3y" + 3y" — y = 0. 

489. y"'—4y“ + 5y’—2y=0. 490. y"'—y" =0. 491. y'" + y’ =0. 
492. y'" —2y" + y -2y=0. 493. y'" + 2y* + 2 y' =0. 494. y = 

_4_. 

= C,e* + O,»-*. 495. y =cV + C,/ 3 * 496. y = e'(l + *). 

497. y=c-‘(C, t + C,). 498. y - 4e‘ 4- 7e 3< . 499. y=C,s~‘ + 

+ C#-“ + C>-“. 500. y = C,¿' - ríl ' + C * 0 +l ' 3 > * 
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501. y = C, + C,t + C,x : + C,x' + e~ x ÍC, + C t x) 502. y = 
= e‘(c,«»-|- + <:,sen-|j. 503. y = C,e 2 ‘ + í“‘x 

X (c, eos V~3 x + C, sen l'Tr). 504. y = (C, + C, x) e~ x + 

+ (C) eos 2* + C, sen 2x)e - '. 605. y = e* sen x. 506. y = e* X 
X(cosl / 2x + l''2 sen I 1 ?*). 50?. y = C,e* + C&-* + e -1 X 

X(CiCos2x + C,sen2x). 508. y — c,e* + Cje -8 * + 

+ (Cj + C. eos x + C, sen x) e~‘. 509. y = C,«‘ + C.e - ' + C>e _2< - 

510. y = C¡ + C¡e'cosx + Cje'senx. Sil. y — C,e - ' + C*' + 
+ C,cosx + C,senx. 512. y - C, + Cu + C,x’ + ... + C, 0 x« 

513. y = C,e-‘+C,xe-'+C i e ,x . 514. y - C, + C* x + C,e T . 

515. y,-4,*»+4,*+4» 516. y r - 4,x> + 4,*' + 4,x. 

517. y„ —4,x‘ + 4,x»+4,x'. 518. y„-(4,t+ /),)«-'. 619. y p = 

— (4|X ¡ + 4¡x)e - *. 620. y c — (4,t‘ + A,x) e~’. 521. y„~* 

■■ A sen X + fl eos x. 522. y 0 = x(4 sen r + fl eosx). 623, y p -= 

— x(4|Sen2x + 8 1 cos2x). 524. y„ = x(4, sen *x + 8, eos *x). 

525. y„—(/4|Senx+aieosx)e'*. 526. y 0 =i(4, sen x-t-fl, eosx) o - '. 
527. y„— 4|X’+4,x + 4,. 528. y,— 4,l’+ 4.x 1 + 4,*. 

529. y, - 4,! 1 + 4.x 5 + 4,x>. 530. y„ - 4,x> + A,x' + 4,x*. 

531. y p ™ (4¡ sen x + D, eosx) x. 532. a) y« = x (A,e~ K + 4,e‘). 

b) y e -A,«-‘ + AS c) y,-A l x , e- , + A,xx' d) y,— 
“ 4|X J e - ' + 4,4*. e)y„ —4,x«-*+4,xV. I) y„ — 4,«'*+4ixV. 

533. a) yp-M.x’ + ^. + Tye*' b) y„ = (4 l .‘ + 4.x'+ 4*0 •*'. 

c) y a ■“ (4.x* + 4jx’ + 4)X 5 ) e". di y ( ,-<4,x"+4iX+4j)e". 
e) yp-(4,x' + 4 i! x 5 + 4 l x')e*'. I) yp-M.x 5 + 4,x* + 4.XV*' 

534. o) y„-*4 sen x+ fleosx. bl y„ = x(y4 sen x + fl eosx), 

535. &)y p m>x{A sen2x+fleos2x)e 5 *. b)y p —x 5 (4sen 2x+Bcos2x)e s \ 
636. y p — Ax. 537. y 9 4|X J -f 4,1’ 1 \,x. 538. y„ — Ae x . 539. y p — 

— Axe~ ,M . 540. y p =.(4,< a + A.x 1 ) r". 641. y„=4x 2 e 5 '. 542. y p .= 

-{A.x’+A^e 7 '. 543. |fp-4,«*+4,e- 2 '. 544. y p =(A,*’+A l x)e". 
545. y — x (4 eos 6x + fl sen Sx). 546. y p = x (4 eos x + fl sen x). 
547. y p = X (4 eos 4x + fl sen 4x). 548. y„ = (4 eos 2x + fl sen 2x) 2 *. 
649. y p — X (4 eos 2x + fl sen 2x) í 2 '. 550. y P — x (4 eos 2x + 

+ B sen 2x) e -3í . 551. y p — x (4 sen 6x ■+• fl eos fcx). 552. y„ — 4 
(4 = const). 653. y p A, eos x + B, sen x 4* 4 t eos 3x + fl¡ sen 3x. 
554. y»— 4|i+4,cos8x+fl,sen8x. 555. y p = 4,x + 4,.’ 

656. y„ = 4 (4 “* consl). 557. y P = 4x. 558. y p = 4.c'. 559. y p —4 
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M—const). 660. y ? r=Ax. 581. y 9 — Ax\ 56?. y p = Ax*. 

563. Jp ~= Ax'. 664. y, — Ae u . 565. = 566. y¡,«(.4,i 3 + 

+ A,x ! ) e~ l . 587. y„ — A sen ti + fl eos 2x. 568. y s = A sen x+fleosx. 
569. y„ = M|X+,4¡)sen2x-Hfl|t+fli)cos2x. 570. y„ = 

ma x 1 (i4 sen nx + B eos nx). 571. y p «= A sen nx + fl eos nx. 572. y p — 
*» A sen x + B eos x. 573. y p = Ax'e*. 574. y p =a (¿x 5 -f flx') e*. 
575. y = <C, + C,x) e~ r - 2 578. y = C, + - X. 577. y- 

*=C|Sen3x-t-C,cos3x + I. 578. y - C, + C,x + C,e~' + j x’. 
¿x 3 

579. y-C,+CiX + C,e 5 — ***• « = C ' + CiX + c ’*‘ + 

+ C¡e 6 ’ + ~ x 1 . 681. y - C, + C,x + C,x’ + C,e~ T + 

682. s«=C,cojx + C,senx+(C J +C,x)í'+l. 583.y — 

= (C, + C,x)x v + ^- + |+-|-. 6M. y-C, + C^- 8 ' + ^-¿. 
585. y—(C, + C,xl«*' + -jy^¡y r . 586. y = (C, + C,x) t~ U + 
+ 4x S «- ! '. 587. y - C|«"*' + C*" - i xe‘ w . 588. y - C, + 

X 

+ C,. 7 - 7x> - 98x. 599. y - C, + C,.* 5 * _ . 

590, y = C 1 í- u +C I í- J, + (20x-5x')«- 2 '. 591. y- 

— «■• , (C,senx + C,cosx) + £. 592. y-e 7 ((Ti «en -- x + 


i r- V'3’ x . I \ , 

+ C,c ° 5 —x) + (—-3+y)' 

. ,. .(í'Í-j)» 12 sen 2x 4- 16 eos 2x 

+ C,e-jg- 

+ C, sen x + x* sen x + x eos x. 

, (m* — n*) sen nx + 2/nn eos nx 

+-(^1+pp-• 

+ C, sen 2x) — y xe~’ eos 2x 597. 


593. y = C,í" (, ' 6+l) ' + 

594. y — C|C 0 «x + 
595. y -(C, + C,x) *«' + 
698. y — i - * (C| cos2x + 
y — Ci eos nx •+ C* sen ax -f 


+ «"*«> 898. y - C.+C*' -i.* (senx+cosxX 

599. y — C| + + y (6sen x — 2cosx). 600. y =» 

— e" 2 * (C, cosx -4- C* sen x) + 5xe”*'sen x. 601. y — e” x (C|Cos2x4- 
+ C, sen 2x) - y xe~* eos 2x + y 602. y-C. + Ca* -2 *- 


16-442 
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603. y-C,* 2 ' + 


-(■5r-w) s ' n *“(l3- + ^) c “* 

+ (c,-x-£y. 804. y = C 1 r' + C,e- fc ‘ + -£(x’-x + -I.). 

606. y - Cy + C.e ,M + ^-(x’-2x + 2). 606. y - C,«* + 

+ C,eosx + C 9 sen x — *• — 3* — I. 807. y = C,e* + C,xe* + 
-+. Cj eos x -4- C, sen x -f —- e*. 608. y — (C| 4- C t x)e* + x J + 0x- -y 

x. 4 4 \ e 2 * 

+ l8x + 24 609. y —e a (C|Cosjx + Cjsenyjr) + -j- + 13. 

610. y — Ci + C,x + C, eos i + C. sen x +-íj +— x 5 . 611. y — 

-^- + C,x‘ + C r x' + C,x + C. + (^.-4x + C,)f‘. 612. y- 

-(c, + j--^)cosx+(c, + ^-)senx. 813. y_C,«" + 

4- Cixe~* + •“* (— * a eos * + *x sen r + 6 co* x). 814. ]/»Cj + 

+ C,e 5 * + C>í- ,, + ycosx--£_-í. + -£(2x>-3x). 616. y- 


_ / 1/g I' 3 \ 1 

«■ Cíe- 1 + o 2 fCieos —j— x + C, sen -j- x) + — (eos x — sen x). 

616. y — je"seni + xí - ' + e - '(C|COSX + Cjsenx). 617. y^ 

-i-cosx + (C, + C,x)e' + (C, + C^)»-‘. 618. y-jxsenx + 

•f eos 3x + C, eos x + C, sen x. 819. y — C, eos 2x + Ci sen 2x + 

+ í-x-^xeos2x--¡^x : sc n 2x. 820. y — (£-•}■)«’ + 

•+ (C i + Cjx) «"* + ^C, — eos x + C, sen x. 621. y = C, + 
+ C,e-‘ + (-4 “ ** + 2r ) + J **+ Jó ““** - -¡g-cos 2x. 622. y- 
= C|+ Csx + Cjx>+ C, cos2x + C$sen 2x + j «' + Jj- x'+ ~ xsen 2x. 
623. y — (C| + C s x + Cjx'l «* - -g- y* sen 2x. 624. y — C,e~ ,x + 

+ (C, eos x + C, sen x) e* + -g- (2x’+ 2x +1) + (sen 2x +3cos 2x) + 
-y xe x (3 sen x — eos x). 625. y = C, + C* - *+ —x* - x* + 2x+ 
+xe" +{x. 626. y=C,e- , +C,< 3 ' ~y x+ j - j xe— - 5 x. 3x . 
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627. y = CI eos 2x + C¡ sen 2x + -g- x* 4 -1 sen 2x — eos 2xj. 

628. y — C,e - ’ + C* -2 ' + 3 (x : - 2x) «“* + 3 (x 2 + 2x) e -2 '. 

629. y Ci eos x + Ct sen x + I —eos 4x-L x sen x. 

o 4 

630. y =. (Ci eos x + Ct sen x — -g-cos x + r sen x^x 2 *. 631. y^ 

= (C,cosx + C,senx + 1) e 2 * +-^ + ^geos 2i —^sen 2 *. 632.y— 
= (c'iCosx + C, sen x +-g ---7 x sen *) **• 633. y = C, + C¡e 3 ’ — 
-|-y« , + C0,X ~ s 2S ' !r, - f - 634. y-(c,eos2x + C,sen2x + 

+ •7 sen 2x)x , + 2x + l. 635. y~(C, + C,x)x' + x + I + 

+ ^ (4 eos x + 3 sen x) + y eos 2*. 636. y—(C,+C,x) e - '+1+son x+ 

n. ole-y w te 6S7.y_(c 1 co,^x + C„en^e),-T + 
+ x' - x - 2 - eos x. 638. y =• (C, + C,x)e- 3 ' + y + ~x 1 x- , ' + 
+-^ (30 sen x - 27 eos x|. 639. y = C, + C,x -2 ' — i— i- cosx + 

+ y sen x — -y (sen 2x + eos 2x). 840. y ■» X 2 * — x 2 * + xe - *. 

64!. y — -y(cos3x + sen3r-e , ‘). 642. y = X 2 * (eos x - 2 sen x) + 
+ (x + I) 2 643. y (* + f) + j « sen x - 3 eos x). 

644. y >» eos x + x sen x. 645. y =» eos 2x + y (sen 2x + sen x). 
646. y ~ (I - 3x) + y + i + i. 647. y- (4x + 2) x 2 * + i y 2 , 2 *. 

648. y ■» 3n eos 2x + sen 2x + x (sen 2x — eos 2x). 649. y — — 4 + 
4-2^ + tf" x (sen x—2 eos x). 650. y — — e'lncos x+(n+l—2x) sen x)l. 
651. y — y («r* — c" x )+x 2 . 652. y-cos x+2 sen x + e~ x —3c* + 2xe*. 

653. y --^=- * 2 sen-^-j- x + 2x. 654. y—2xe* 655. y ■* ^ cosx. 

656. y —scn2x. 857. y — — I. 65S. y —cosx. 659. y=*" J ’. 
660. y — 3 + e*. 661. y = — -£*. 662. y = r* (sen x + eos x). 

663. y e -2 * eos 2x. 864. y = (x 7 +• x) e~ x . 665. y = C,x+-^. 

16* 
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'• "~ir[ c¡C0> { 1 T-' nx ) 

/• 


666. y = -(C, + C,lnx). 

x r x i \ x / 

+ C. seo (yp In x)J. 668. y = C, + C, In x. 669. y = (x f' 2) y + 

+ C,(x-2). 670. y = C,(2x + lH-C,(2x+l)ln(2x + l). 

671. y = C, + C,,’ + C,x‘. 672. y - C, + C, In x + C,x s . 

673. y — C,+ ( - ^ j y +C,(xf l)> 674. y-C, + (2x+l)X 

X|c, eos ln * + C,sen — ( yJ '¡ j. 675. y-C,coslnx + 
+ C, sen Inx + yx (7 — Inx). 676. y — x (C, + C, In x + lo 1 x). 


677. ye.i(C, + C,x , + lnx + 2ln>i). 678. y-C,x + C,x* + 1+ 

+ <x’ + 2 x)lnx. 679. y--£l ¡ + C,x + £. 680. y “ ^ + yr + 
+ ln'x-3lnx + 2x+ 7. 681. y = C,x + C,x ! + C,x\ 

682. y-C 1 (x>-x) + C,[6x>-4-3(x’-x)ln|-í±i|J. 

683. y = C,*- J '+C,(4x>+l). 684. y - yf + C,(2x - 3). 

686. y-C,x»+C,(x + l)-x. 686. y = C, In x + C,x. 687. y - 
— C, senx+C, sin 1 x. 688. y—C ,ccs (sen x)+C, sen (senx). 689. y-l+ 

+C,x+C,V , í+x r . 690. y=C,x'+^+x*. 691. y-C, (2x— l)+~ +*’• 
692. y—x+C, eos e'+Ci sen t‘. 693. y—C,+C, sen x+sen x • In | sen x |. 
694. y - C| . + C|l *,'^ l } +ln ’ (<+ " ■ 695. y —x* + C,x s +C, (2x—1). 

egg. ÍJLmmJL x (x es la longitud del trozo de la cadena que cuelga), 
dt‘ m 

I-]/ - ln(r>+K35)j.*-*.m-6 697. ^ - 1.21. s - 0.2/*—r. 

698. 699. -44 + **x. X-M«. 

700. y — C, eos 2x + C, sen 2x + y eos 2x In | eos 2x | + y sen 2x. 

701. y = C,cosx + C,senx + senx-ln|lg(y + y)|-2. 702. y = 
= cy + C *~‘-1 -xe-' + (e'-e"') In (i-»-'). 703. y - C ,e* + 
+C,+(»‘+l) In (l +«"). 704. y=C, eos x+C¡sen x + -ieos x-Zclg x. 

706. y = C| eos x + C, sen x — V eos 2x. 706. y = y + C,e' + 

9 i ■_ 

+ Ctt~‘ + C* u . 707. y — C, eos x + Ca sen x + y eos x ]/ ctg x + 
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+ -J 5 sen x * . 708. y = s r (C, + C,x — ln|' x> + I + * arclg x). 
709. y = (C> — *)*"cos x + (C,+ In sen x) e~' sen i. 710. y — C,e'+ 
+ C¡ — eos 711 . »-C, + C f »-'+*“ Jr J¿L < to-|„|,|. 

712. y-c.í-'+C^ + e-^ J 713. 9 = C,cos* + 

+ Cj sen * — eos * [ dx — sea * J dx. 714. y — Cíe* 1 + 

+ C,+ (**-!)•'. 7IS. g-C. + C.lgx + lfl + rlgx). 

716. ¡, = C, (In*— l)*+C,+ *(ln'* —2ln* — 2). 717. y — 

= C,(* + l)*- ^ '+C,-* , . 718. 9 = C,*+C^'+(¿.-*), J . 

716. y — C, eos «■' + Ci sen e~' + e~‘. 720. y = C,e' + C¡ — + 

+ I — 1 *"lf I . »='C,«' + Cisen* + * x (cos* + sen*). 

722. y = C.e'' + C*-*’ + (2* ! - l)f^. 723. y - C,r‘ + C, In * + 

+ «-'(*-*!n*+ In*). 720. 725. 9 _ ¿±±. 

726. 9 = sen*. 727- 9 - 1 . 728- 9-1. 720 . 9-1 arclg’*. 
730. 9_(| + ,_ y)'"- wi - »*•»■■(*-I)**. 


733. 9 -—. 730. 9 — 1. 760. a) X-*’. * = 0. I. 2, ... b) X-0ft>, 
* = 0, I, 2,... 761. Para cualesquiera X. 762. o) Tiene solución 

9 — b) No liene solución, 763. 1)X — <o*> 0,9 — C, eos 2 /in *+ 

+ C,sen2nnr. 2 )X —o>’ = 0 , 9 = C; 3) X — co*< 0 . 9 = 0 . 

760. 9_+Ks-(*- 2)’. 765. y (*)= - -o, + 

-os 0^-*) _ -o* w,+a| .-«y*"* . .-aUa.-anT 

+ - I-.-U 756.9(*)=i- - |; ^^ 0. 

757. .) ,-1 * i < £ r £•> ■ i^yjAL- 

5 chaFix, as K i cba r s x 0 

gl* e~ asx — e _QJ (x.+x) +í -a* (*.—*) e~ ^ j 


758. 

. 1 sh** 

759 - ■> »=r^inr i 

d>9 = 760. 9 = Csen*x. 3-0. 1 . 2.... 761. 9 - 


1 _ 

I ehX* 

X chX ' 


.. I ch X* 
b) 9 = T 


. I sh kx 

c >»—sr-arr* 
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t=C [e^ x —g—*-^—** — (j — ff®’*)eos f-x— (I +í** n ) sen Xxl. IhXn—tgXji 
„„ _ f (eos Xn—sen X n-<~'-~ 1 )« t *-H4' , -cos Xn-sen Xnl «** 

762. Sí — c- ^ 2(chXn —cosXn) ^ 

2 (sen Xji— sh Xn| eos Xx-4-2 sen Xx*(cñ Xji— eos Xn) 1 ch Xncos Xn= , 

’ r 2 (ch Xn — eos Xn) J' 

763. y •> '■ «“•*, 764. y = sen x + sen 2x + -gr eos 2x 

766. y=0. 766. y = C( x lo x - x + IX 767. y«0. 768. y— I + x‘+ 

4 T¡r + ir + ” 9 - •••)+ 

+ C.KT+ ••■); (y-CiCos»'x + C,senK7) 


m.y-cf t n ' n - *+*V ni.,-c 1 (i+f + 

4-*) 

l-4-7i* 8x 8-llr» 8 III4X» \ 

+ TT + F6T9 + -) +C " l l+ T5+.lÓT3 + IO I3-l6 + ) ')’ 

+ c * [* ~ rb ■* 


772. »-c 1 [i-%+ 4 r--+ír^:+ 


+ rF5-rT5r? + 


- +T&¡T,+ 


. x' . 3»* . 3'6«> . . (2n + I>11 x M+ * , 

+ 4r + -6r + -8r + ■ + (2,+«i +•••**"+ l,,! - 

=■ 1 *3*5...<2n+ I). 776.y=.-2 + 2jr-«> + -y-Y + ^-- • 
„ 5 , »-■+*?—£ + ^-4£ + ^- ... 776.»- 

“ c '( l + T + T + T5 + £ +! ilj + ) + Cl (' r+ T + T2 + 

+ -56 + 75 + Ífo + -)' 777 ’»”T + 5 + rTO + ?Tn6p + 

23x" , 7555x» , ,x> 2x> llx* 

+ ltf- ^n :6Í» + l».3-»‘-63> + —■ 778 •i'-'+T + - + -2^' , 
779. y - C,/ , (x) + C,J , (2x). 
T "7 

'• y — C,J¡ («)+ C,/ , W 781. y—C|/o(-jj + C,)'o(j|. 
7S2.y-C,/,(2x)+C,r,(2x) 783. y = x w JC,/j (x 5 ) + C,J_¡ (*’)|. 

784. y— l^rfc,/, iyic)+C¡J ,(K¡)J 788. y=¿|C,;,(x)+C,y,(x)). 

x 3 , x’ 

= j: -T + r5“-" 


. 53x» . 269x* 

+ 120 + 720 + ••• 


780. 


786. y = -7 iC¡l, ( 2 x) + C¡1¡ (2x)|. 787. y(x)’ 
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798. 

9 lx> ~ 1 + 

x — 

**+... 

799. y(x)_l+^, + ^. + ... 

800. 

íW-<- 

2 x' 

41 

+ 'P- 

... 

802. 

#('l=l+- 

-n) 1 . (x-a) 1 
3 + 3a 

+ - 803.p(x)=*-'+!^i(x-a). + 

, eos i — sen 1 

1 Y — 

*1) 1 


i— 

31 1 


+ ... 

804. !f(x) = y — — + _ x 4 — ... 


806. j =. - V — • 806. No hay soluciones periódicas. 


~ V cosn* + /i sen nx 

1 c ~2j «n?ri) ■ 


608. P-4- + 


, . V , ... (n J — 4) eos nx + 4n sen nx 
Zl' ’ u‘ |(n'-4)'.+ Itin'l ■ 


809. u — - 


2K 


^ wr.üü.„ - 

u-l 

4ncosnx+ (4 — n’lsennx ... . 

X Tíu - |)>((4 — n‘) ! + 16/i'T - 81 ’ No hsy sol “ clone5 periódicas. 


x •» I + C, eos 2í + C, sen 2/ 


2í + C,sen2( 1 
2/ + C,cos2/ J‘ 


813. 


y I + Cj sen ¡ 
x - (C, - C,) e" eos / - (C, + C,| e” sen r ' 
p — (C, sen I + C, eos 1) t" 


814. 


*e~ 31 (I + 2/) ) 
x = e~ e> (C, eos 1 + C, sen I) 
p = e”* í |(C| + C,> eos i — 
- (C, - C,) sen r) 


815. 


* "* + / + Cx*** -f C*e w 

p_/+|+2C,e" 

x - (C,~3C,I—3C,) 

i(-(Cií + C ,)» 51 


817. 


-I 


x = C,e-' + C^" 
818. 9 = C,e-' + C,e a 


.* = C,e a + C,<r ! ‘ 
819. y -T Cie ”- C;t ' , ' +C > e '' 
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I = C,í-“ + C¡ sen 4/ + C, eos 4Í 
J 20 . y = — -J- C i e_íl +-¿-C, eos 4(—-i-Cjsen 4/ 

* = —f C.Í-" + C, sen 4/ + C, eos 4Í 

i — C,»* + C, sen Í + C, cosí | 

82!. y = < — C,e'+ C ,cosí — C,sen / 1. 
x = l + C* sen f + Cs eos ( 

1 “T c -'*'+ i + T Clí ' 1 '+ í ^ + 1 ^ ~ 2 
e22 . y-4-c,*''+TC*^—5- c «*'”-T*' + -ar*"- 2 

* — +•í■C^ , ' — -j-e' + -j- •“ 


823. 




. x-2(2 í ‘+«-')l 


828. 

828. 

830. 

832. 


x = eos < + sen I 1 
y — eos / — sen / J' 



— (I - 2 ()«- a ‘ 


x — — Se" sen í 
y — e" (eos! - 2 sen 0 

x = (sen / — 2 eos /) t~' 
y— í*'cos/ 



x-^' + e" 

-6e s '-7e« ' 


>—eos! ! ^ I — - (2í + sen !+eos ( + »"') 

y = — sen» J' ‘ y = cos<-2*-' + 2 


x_ < " + e" + (’ + , 
= 2 e s ‘ + f + l 


// + mx+ny=C, ^ 
/ , + x , + y» = C, J* 
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, . 

y= /C,(2< + C,) 

* 2 + y 2 — c ? ) 

83 J - y* + í* = C* • 

*P + y« = C, > 



x'-2xy-y' — C, J 

839. 

I > + i ,« = C,x-i* 1 

«I- X - C '‘ 
Si“C ! e' 

y ™ C,x ) 


*-T í + c *T5- 


■c-'-í-li-l 

t*-x’ — C, 1 
842. . , ‘ 1- 

x’-v’-C, ) 


843. Inestable. 844. Inestable. 845. Estable. 846. Estable. 847. Estable. 
848. Estable 849. Foco Inestable. 850. Punto de ensilladura. 
851. Centro. 852. Foco estable. 853. Nodo Inestable. 854. Nodo 
estable. 855. Nodo Inestable. 856. Nodo estable. 857. Nodo inestable. 


859. Inestable. 


861. Estable. 


862. Estable. 883. Estable. 864. Inestable. 865. Estable. 880. Inestable. 
867. Estable. 868. Eslable. 869. Inestable. 870. A<0,0I7 871. A<0,I6. 
872. A<0,0012. 973. Inestable. 874. Estable. 875. Estable. 

876. Inestable. 877. Estable. 878. Inestable. 879. Estable. 88o. Estable, 
881. Eslable. 882. Inestable. 883. Estable. 884. o> 885. Siempre 

5 2 

Inestable, 888. o >-j-, 887. q>0. aí>l+a>. 888. n > -j-, &>0, 

9b - 6a + 4 < 0 889. Estable. 890. Eslable. 891. Estable. 892. Estable. 
893. Estable. 894. Eslable. 895. Estable. 898. Inestable. 897. Inestable. 
898. Ineslable 899. Inestable. 900. Ealable. 901. Ineslable. 
902. Estable 903. Estable 904. Ineslable. 905. Inestable- 

006. Inestable 907. Inestable. 908. « — 0 ineslable. x=»f‘+l 

estable. 909. i — í eslable. x — e' ineslable. 910. x«sf para í<0 
y x™ — / para l>0. eslable. 911. x*»0 es ealable para i<0- 

912. x~l. ea estable, x — a 1 **'. Inestable. 913. Inestable. 

914. Ineslable 915. y--p + J- 918. ± + 4 r + -^-. 


914. Ineslable 915 
9,7. -s£L. 

» 

m - Í[|p-3)> + 49 

925. -4=r - P — - 
y 2 p’-4p+s 

928. arctg T- 


(p + <*)*■ 

'• 7pTW‘~' í22 ' 

fp- 3)>+ I ]• 9M- Ü 

m (p-a) cosP-senf 
<p-o)>+l 

S _“£_ 9 ; 

P- + 58p> + 141 


* 19 - i 

22 P-, - 

2Z ' (p - (.)’ + B r 

_L- e ~ v 

lp - W’ + I 

927. arclg — 


P (P 8 + 16) * 
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931. 


p’ + Xp 
P' + 40p'+ 144' 


P’+ ' 

(P 3 — l)* ' 


932. 


2P 


Ip’ + O 3 


933. 


9M ‘ +G4p ' MS - J + T , ‘ ,sen,_ 3 936. /-chai 

937. I*. 938. e^-e'. 939. - e~ ! ' cus l/ —Z + JL e -2 ' sen i/ íi / 
2 '2 K22 r 9 


940. 


4 KS "4 KJ 


- 4 ,e-*c„j£,. . 4 .. 4 (.-_ 


-e' + 3l«‘). 942. (»? - l)«» + (KT+ !)«-'_ 2 Vi 

943. y=r e sen —■ f. 944. y ( s h /—sen /). 945. cus 2 (1—2) 1) I/—2). 
946. -4 s,u3 (' ~■J")’ 1 (' - í")- 947. 3 l í t~‘+lé~’ 1 . 

948. 2«"cosl'3/ + ^.e"sen» / 3 / 949. i (sil / — yy sen VS /j. 

oso. (<--§-)»(/-■§-). 851. 

952..c = -(/ 3 +2/ , +2/+l). 953.i-.sen/. 954. t-e _ '+se„ (-eos I 
955. 1-ÜZÍ-e-». 958. ,=.i+3í' , -i-«- J '. 957. « — y- 

958. < -2. 959. *-•!/. 860. t - 961. r-/’-3/ + 4. 

962. i --(/* + / 4- |). 963. t = +| + / J + ,". 

964. x = t‘-±t'+lt. 965. 966. x-senZ + e'. 

W , ,-2-ií*+!>.-" 96, ,-(4_4 +/ ). a . 

t 

089. t=(y- + Z-2 )í T . 970. x — (I + Z) + (I — Z) e~ ! '. 
971. ,_i(6e 3 '-2e- í 0. 972. , =, íl,-" 973. x - Í-+COS Z-sen Z 
874. x-3(l + Zjsen3Z. 975. x - z (sezi 2z + i-cos2l). 



078. *■ 
878. X 
980. > 

983. *■ 

988. 

I 

088. 

i 

980. 

891. 

083. 

995. 

997. 

I 

999. 


= ' ~ll (eos / 4- sen o 877. 37* — (36e' + I) eos 3í — fi sen V. 
-í“l(l-/)coa/ + <l + 0**«l!. 879. i-Z-l + üs'. 

, = _.L. 981. * — /«'. 982. * = 8/ (sen ( — eos/). 


I * =■ e' + *”* 1 

i-(l — cos2/ + I *en2/|. 884. x = l. 985. _. >. 

4 ¡, = _í'+e J 

«' (eos / — 2 sen I) 1 

/ (3 sen / + eos /) I 

- ;-)• 


t - 1e' ! ' - 3s'“ \ 98 , («* ‘ ~ 2 Mn') \ 

/ -3í"”-2e' , ‘ I »“«' 

t „_.l +Jlcc«2/-3sen2í 
,, _ .| ( + 3 eos 2/ + -j- sen 21 


sen / 


7--T»' + ^' 4 ' + -iT co ’'-'¡T“ n ' 


* — 2 - í' 

¡i — — 2 + 4í' - /»' 

* - - 2 + 5»' - le' 

*-3-2 «'• | 

,-.-'-3 > 

x-e' + sm I 1 

y — e' — sen í í 

'-'-T + *' 

r - í ! + / 1 


994. 


,-1+3*“ + .-" 
992. y-/ 1 -.- 5 ' 

j - 2í" + 2t"“ 

* — 2<l 

y — 2 — / — 2#“* — 2/o" r 

.-l'ÍT 


998. 


x — cosf + e" 
y-i.(eos< -í" 1 ' 3r ) 


x — 12 (ch / — II — /-sh / 

998- ¿ 

y — 7/ • sb I — 17 (ch / — I) 


* — »' (2 eos / — sen /) 


» — y j * y =» #' (3 eos / + sen t) 



Tabla de las funciones-objeto fundamentales y sus imágenes 


de orden 

Funcldnobjeto f (0 

Imagen/'(pt—J’ f(t) *~ pt dt 

i. 

• 

p 

2. 

1* (n-l.t...) 

ni 

3 

<° (0>-l| 

r(n+l) 

P a+I 

4. 

e u 

_J_ 

8. 

sen •»/ 

U) 

"p r +w r 

6. 

coso/ 

p->+p 

7. 

shof 

(0 

8. 

chai 


9. 

senil-a) (a>0) 

_J—,-»p 

7+T* 

10. 

eos (l-o) (a> 0 ) 

p ,-°p 

7+T* 

11. 


ni 

(P-W" +I 

12. 

1 ' 
A 

S 

3 « 

a 

r (o +1) 

(P-M 0 * 1 

13. 

e xt sen <út 

O 

(p — X) , + QJ J 
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Ki de orden 


Función-objeto fU) 


Imagen finí— f 



_L 

14. 

eos col 

P — X 

(P — i)‘ + ca 1 

15. 

t sen w t 

2po> 

?/.'+»*)* 

16. 

lera a! 

p’ — a ! 

(p' + ay 

17. 

MO <*-0.1.2....) 


18. 

«</ 

arcctg p 

P 

19. 

“(t h) ,o>0, \ 

P 

20. 

!n t 

7Í-7-) 

donde e 0.57722 es la 
constante de Euler 




















A nuestros lectores: 


Mir" edita libros soviéticos traducidos al ospafiol, 
ingles, francés, árabe y otros idiomas extranjeros. 
Entre ellos figuran las mejores obras do loa distintas 
remas do la ciencia y la técnica: manuales para los 
centros de enseñanza superior y escuelas tecnoló¬ 
gicos; literatura sobre ciencias naturales y médicas. 
También se incluyen monografías, libros de divul¬ 
gación científica y ciencia ficción. Dirijan sus opi¬ 
niones a la Editorial "Mir", 1 Rizhski por., 2,129820, 
Moscú, MIO, GSP, URSS. 



I.A EDITORIAL MIR PUBLICARÁ: 


CÁLCULO DE VARIACIONES 

ile M. Krasnov, G. Makarenko, A. Kiseliov 

Los autoría do usté libro son Mijaíl Krasnov, Grigorl Makaronko, 
candidatos a doctores on ciencias fislco-matemélicas y docentes del 
Instituto Energético do Moscú, y Alexendr Kiseliov, colaborador 
científico superior del Instituto Unificado de investigaciones Nucleares 
de la ciudad do Dubna. 

Este compendio contiene problemas y ejercicios dedicados a ilustrar 
los dilerontes principios do la teoría y los métodos de resolución do 
las ecuaciones por el célculo de variaciones 

Al principio de cada capitulo se resumen los resultados principales, 
se exponen los conocimientos teóricos necesarios, los fórmulas reque¬ 
ridas y so estudien con gran detalle ejemplos típicos ilustrati¬ 
vos. 

Este manual contieno más de 100 ejemplos analitadoa y 230 problemas 
destinados para resolvorso independientemente. Unos problomus 
se acompañan con les respuestas, otros, con los referencias de cómo 
deben resolverse. 

Le obra oslé dirigida a los estudiantes de los centros do enseñanza 
técnica superior que se especializan en los cálculos matemáticos. 
Formato f4,5 X 22 cm. Encuadernado en lelo coo sobrecubierta. 
200 pégs. 



Cordón V. y otros 

Problemas de geometría descriptiva 

Este libro ha sido elaborado de acuerdo con el material expuesto 
en el manual de V. 0. Cordón aCurso de geometría descriptiva», 
siendo su complemento. Sin embargo, esto no excluye la posibili¬ 
dad de militar otros manuales, puesto que para comprender los 
problemas do dicho libro solamente se requiere conocer las tesis 
fundamentales que debe poseer todo manual. 

Esta recopilación muestra el proceso uttlliado para resolver pro¬ 
blemas tipo, que aclaran tesis fundamentales del curso de geometría 
descriptiva, dando soluciones detalladas de una serie de problemas. 

A! final del libro se encuentran las respuestas a los problemas 
propuestos. Estas respuestas se dan en forma textual o gráfica, en 
función del caricter de los problema». 

La selección de problemas, hecha conaidorando su cantidad 
y contenido, garantiré el aprendiraje del material teórico del curso 
general de geometría descriptiva. 

Los problemas de geometría han sido elegidos según programas 
que sirven para los estudiantes de las especialidades de construcción 
de maquinarias, de aparatos y mecánico-tecnológicas de los centros 
de enseñanza técnica superior. 


